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Tajékoztato vizsgazoknak

A szébeli vizsga leirasa:

Az emelt szintd szébeli vizsga az Oktatasi Hivatal altal kiadott tételsor alapjan zajlik.

A vizsgdzo 25 tételbdl 1 tételt hiiz, amelynek kidolgozasdra 30 perc 4ll rendelkezésére. A tételek az
Oktatdsi Hivatal éltal kiadott témakorokon tdl a témakorhoz szorosan kapcesolddé feladatot is tartal-
maznak. A szoébeli vizsgdn a vizsgdzoktdl a tétel cimében megjeldlt téma kifejtését és a kitlizott
feladat megoldasat varjak el.

A tétel cimében megjelolt témat logikusan, aranyosan felépitett, szabad eléadasban, onalléan
kell kifejteni.

Ehhez a felkésziilési id6 alatt célszerd vazlatot késziteni. Ebben tervezze meg a cimben megjelolt
témakor(6k)hoz tartozd ismeretanyag rovid attekintését, dolgozza ki azokat a részeket, amelyeket
részletesen kifejt, oldja meg a feladatot. Felelete kozben a vazlatat hasznélhatja.

A feleletben feltétleniil szerepelniiik kell az alabbi részleteknek:

* egy, a témdahoz tartozd, a vizsgdzo valasztisa szerinti definicié pontos kimond4sa;

* egy, a témdahoz tartozd, a vizsgdzd valasztisa szerinti tétel pontos kimonddsa és bizonyitésa;

* akitlizott feladat megoldasa;

* a téma matematikan beliili vagy azon kiviili alkalmazasa (4 alkalmazas felsoroldsa, vagy egy

alkalmaz4s részletesebb kifejtése).

Ha a tételhez tartoz6 kitlzott feladat bizonyitast igényel, akkor ennek a megolddsa nem helyettesiti
a témakorhoz tartozo tétel kimondasat és bizonyitasat.
A tétel kidolgozasdhoz €s a felelethez hasznélhaté segédeszkozok: az Oktatdsi Hivatal készitett és a
vizsgén biztositott képlettdr és szoveges adatok megjelenitésére nem alkalmas szdmoldgép.
A felelet, azaz a tétel kifejtése ondlldan torténik. A vizsgdztatd csak akkor szélhat kdzbe, ha a vizs-
g4z6 elvileg hibdés tton indul el, vagy elakad, vagy segitséget kér. Az utébbi esetekben a bizottsag
segitd kérdést tesz fel, kizarélag arra szoritkozva, mit tud a vizsgazo.
A tételt szabad el6addsmddban kell kifejteni, felépitése legyen logikus. A felelet elején j6, ha a
vizsgdz6 elmondja, mir6l fog beszélni (vazlat), mert akkor a bizottsdg latja a felelet felépitését,
észreveheti az elvi hibét, és igy rogton segithet, vagy idécsuszds esetén figyelmeztethet a kovetke-
z§ vazlatpont ismertetésére.
A feleleteket az Oktatési Hivatal dltal kiadott kozponti értékelési ttmutat6 alapjan kell pontozni.

A szébeli vizsgéan szerezhetS pontszdm 35, ennek bontdsa a kovetkezd:

> A felelet tartalmi Gsszetétele, felépitésének szerkezete 10 pont
e A témakorbe il16 definicio megtalalasa 1 pont
e A témakorbe ill6 tétel megtalalasa 1 pont
o Logikus felépités, tartalmi gazdagsig 4 pont
¢ A felelet matematikai helyessége 4 pont
> A feleletben szerepld, a témahoz illé definicié helyes kimondasa 2 pont

Ha tobb definiciét is elmond a vizsgdzo, akkor a legjobbat értékelik.

> A feleletben szerepld, a témahoz ill6 tétel helyes kimondasa és bizonyitasa 6 pont
o A tétel helyes kimonddsa 2 pont
o A tétel helyes bizonyitdsa 4 pont
> A Kkitiizott feladat helyes megoldasa 8 pont

Ha a feladatot csak a vizsgaztat6 segitségével tudja elkezdeni, akkor maximum 5 pont adhaté.



» Alkalmazasok ismertetése

4 pont

e Egy odaill§ alkalmazas megemlitése 1 pont

¢ Ennek részletes kifejtése vagy tovabbi 3 lényegesen eltérd alkalmazas emlitése 3 pont

> Matematikai nyelvhasznalat, kommunikaciés készség 5 pont
e Matematikai nyelvhasznalat 2 pont

e Onall6, folyamatos eléadasmod 2 pont

¢ Kommunik4cié 1 pont

Ez a pont akkor is jér, ha a vizsgdz6 6ndllé felelete utdn nem volt sziikség kérdésre.
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Halmazok és halmazok szdmossdga. Halmazmiveletek és logikai miveletek kapcsolata.

Szamhalmazok (a valds szamok halmaza és részhalmazai), oszthatésidggal kapcsolatos prob-
1émak, szamrendszerek.

Térelemek tdvolsdga és szoge. Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben.
Hatvanyozas, hatvanyfogalom kiterjesztése, azonossagok. Gyokvonds és azonossagai.

A val6sziniliség-szamitds elemei. A valdszinlség kiszamitdsdnak kombinatorikus modellje.
A logaritmus. Az exponencidlis és a logaritmusfiiggvény, a fiiggvények tulajdonsagai.

Egyenlet-megoldasi médszerek, masodfoku, vagy mésodfokira visszavezethetd egyenletek,
gyokvesztés, hamis gyok.

Adatsokasdg jellemzdi. Nevezetes kozepek.
SzélsGérték-problémak megoldasa fiiggvénytulajdonsdgok alapjan.

Szdmsorozatok és tulajdonsdgaik (korldtossdg, monotonitds, konvergencia). Nevezetes szdm-
sorozatok, végtelen mértani sor.

Fiiggvények vizsgalata elemi titon és a differencidlszamitas felhasznéldsaval.

A hasonldsédg és alkalmazdsai haromszogekre vonatkozé tételek bizonyitdsaban.

Derékszogli haromszogek.

Héromszdgek nevezetes vonalai, pontjai és korei.

Osszefiiggés az 4ltaldnos haromszogek oldalai kozott, szogei kozott, oldalai és szogei kozott.
Hurnégyszog, érinténégyszog, szimmetrikus négyszogek.

Egybevagodsagi transzformaciok és alkalmazdsaik. Szimmetrikus sokszogek.

A kor és részei, kor és egyenes kolcsonds helyzete (elemi geometriai targyaldsban). Keriileti
sz0g, kozépponti sz0g, 1at6szog.

Vektorok. Vektorok alkalmazdsa a koordindta-geometridban.

Egyenesek a koordindtasikon. A linedris fliggvények grafikonja és az egyenes. Els6foku
egyenlétlenségek.

A kor és a parabola a koordinatasikon. Masodfoki egyenlGtlenségek.

Szogfiiggvények értelmezése a valdés szdmok halmazan, ezek tulajdonsagai, kapcsolatok
ugyanazon valds szdm szogfiiggvényei kozott. Trigonometrikus filiggvények és transzfor-
maltjaik.

Teriiletszamitas elemi dton és az integralszamitas felhasznalasaval.
Kombinatorika. Grafok.

Bizonyitdsi médszerek és bemutatasuk tételek bizonyitdsaban, tétel és megforditasa, sziiksé-
ges és elégséges feltétel.



1. Halmazok és halmazok szamossaga.
Halmazmiiveletek és logikai miiveletek kapcsolata

Vazlat:

I. Halmazok, részhalmazok
n elemd halmaz részhalmazainak szdma
II. Halmazok szdmossaga: véges, végtelen (megszdmladlhat6an, illetve nem megszamldlhatéan
végtelen) halmazok
III. Halmazmiveletek (komplementer, unié, metszet, kiilonbség, Descartes-szorzat), miiveletek
tulajdonségai
IV. Logikai miveletek (tagadas, diszjunkcid, konjunkcid), miveletek tulajdonsagai
V. Halmazok és logikai miiveletek kapcsolata
VI. Alkalmazdsok

Bevezetés:

A halmazelmélet a matematikin beliil viszonylag dj teriiletnek szamit, preciz kidolgozédsara csak
a XIX. szdzad végén keriilt sor. Ahhoz, hogy a halmazelmélet 6ndll6 tudomédnyagga valjon, annak
a felismerése kellett, hogy a matematika minden dga kiilonb6z8 halmazokkal foglalkozik.

Kidolgozas:

I. Halmazok, részhalmazok

A halmaz és a halmaz eleme alapfogalom, ezeket a kifejezéseket nem definidljuk. De a halmaz
megaddsanak szigord kovetelménye van: egy halmazt gy kell megadnunk, hogy minden széba
johetd dologrdl egyértelmden eldonthetS legyen, hogy az adott halmazhoz tartozik vagy sem.

A halmazokat nyomtatott nagybetiivel, a halmaz elemeit kisbetivel jeloljiik a kovetkezd mddon:

A ={a; b; c}, ebben az esetben a €A, x ¢ A.

Halmaz megadasi médjai:

¢ Elemeinek felsorolasaval: A = {0; 2; 4; 6}
* Az elemeit egyértelmtien meghatarozé utasitassal: B = {egyjegyi paratlan szdmok}
* Venn-diagrammal:

DEFINiICIO: Két halmaz egyenld, ha ugyanazokat az elemeket tartalmazzék.

DEFINICIO: Az elem nélkiili halmazt tires halmaznak nevezziik.
Jele: { } vagy @.

DEFINICIO: Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B halmaznak is ele-
me.

Jele: A C B.



DEFINICIO: Az A halmaz valédi részhalmaza a B halmaznak, ha A részhalmaza a B-nek, de nem
egyenld vele.
Jele: A C B.
Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza: & C A.
Minden halmaz énmaga részhalmaza: A C A.

TETEL: Az n elem( halmaz 6sszes részhalmazainak szdma: 2" (n e N).

BIZONYITAS L: A bizonyitast teljes indukcidval végezziik, amelynek lényege, hogy elGszor belat-
juk egy konkrét n esetére az 4llitdst, majd azt mutatjuk meg, ha az 4llitas igaz egy tetszdleges
n-re, akkor igaz az 6t kovetd (n + 1)-re is, azaz bizonyitjuk az allitds 6rokl6dését.

Az iires halmaznak egyetlen részhalmaza van: énmaga (2° = 1).

Egy egyelemii halmaznak 2 részhalmaza van: az iires halmaz és 6nmaga (2! = 2).
Egy kételemd halmaznak 4 részhalmaza van: az iires halmaz, 2 egyelemd halmaz és 6nmaga

(22 =4).
Tegyiik fel, hogy egy k elemd halmaznak 2% db részhalmaza van. Bizonyitani kell, hogy ez

orokldik, vagyis egy (k + 1) elemt halmaznak 2¢* ! db részhalmaza van.

Tekintsiik az elébbi k elem( halmazt. Ekkor ha az eddigi elemek mellé egy (k + 1)-edik ele-
met tesziink a halmazba, akkor ezzel megkétszerezziik a lehetséges részhalmazok szdmat, hi-
szen az Uj elemet vagy kivalasztjuk az eddigi részhalmazokba, vagy nem. Vagyis a (k+ 1)
elem( halmaz részhalmazainak szdma 2 - 2F = 2¥* 1 amit bizonyitani kivantunk. [

BIZONYITAS IL: Az N elem( halmaznak (8) db 0 elemd, (’11) db 1 elemd, (’;j db 2 elemd, ...

[n ’1 1) db n—1 elemd, (Zj db n elemi részhalmaza van, mert n elembdl k db-ot kivalasztani

[Z) -féleképpen lehet.

: .. < . . (n n n n n
Igy az Osszes részhalmazok szdma: (0) + (J + (2j +...+ (n B J + (nj .

Vizsgéljuk meg 2" -t:

on =<1+])n :(8).10 qn +(’i‘j.ll ! +(gj.12 -2 _|_m+(n’i1j.1n—l .11+(Zj.1n10’ ami

~ (N n n n n . PP p .
egyenld (0) + ( 1) + (2j +..+ (n . J + (nj -nel a binomidlis tétel miatt. [

I1. Halmazok szamossaga

DEFINICIO: Egy A halmaz szamossiga az A halmaz elemeinek szdmadt jelenti. Jele: Al Egy
halmaz szamossdga lehet véges vagy végtelen.

DEFINICIO: Egy halmaz véges halmaz, ha elemeinek szdmat egy természetes szimmal megadhat-
juk. Ellenkez§ esetben, azaz ha a halmaz elemeinek szdmét nem adhatjuk meg természetes
szammal, akkor végtelen halmazrdl beszé€liink.

DEFINICIO: A végtelen halmazok kozott taldlhatunk olyat, melynek elemei sorba rendezhetdk,
tehat megadhat6é az 1., 2., 3., 4., ... eleme. A pozitiv természetes szdmokkal megegyezd
szamossagu halmazokat megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevezziik.

A megszadmlalhatdsdg és a sorba rendezhet8ség egy végtelen halmazndl ugyanazt jelenti.
Minden olyan halmaz megszdmlalhatéan végtelen szimossagud, amelynek elemei és a termé-
szetes szdmok kozott kdlesondsen egyértelmil megfeleltetés 1€tesithetd.



Megszamldlhatéan végtelen szdmossaguak: egész szdmok, paros szamok, négyzetszamok,
racionélis szamok.

DEFINICIO: A val6s szdmok szdmossagdval megegyezd szdmossagi halmazokat nem megszam-
lalhatéan végtelen vagy kontinuum szdmossdgi halmazoknak nevezziik. Pl.: irraciondlis
szdmok halmaza, szdmegyenes pontjainak halmaza, intervallum pontjainak halmaza.

TETEL: Szdmossdg és halmazmiiveletek kapcsolata (logikai szita): A, B és C véges halmazok szé-
mosséagdra érvényesek a kovetkezdk:

lAuB| =1al +|Bl-14A~B]
|AuB | = Ul -]auB|
|AuBuC| = |A| + |B| + |C| — |AmB| — |AmC| — |BmC| + |AmBmC|

II1. Halmazmiiveletek

DEFINICIO: Azt a halmazt, amelynek a vizsgélt halmazok részhalmazai, alaphalmaznak vagy
univerzumnak nevezziik. Jele: U vagy H.

DEFINICIO: Egy A halmaz komplementer halmazénak az alaphalmaz azon elemeinek halmazt
nevezziik, amelyek az A halmaznak nem elemei. Jele: A.

DEFINICIO: Két vagy tobb halmaz unidja vagy egyesitése mindazon elemek halmaza, amelyek
legaldbb az egyik halmaznak elemei. Jele: L.

DEFINICIO: Két vagy tobb halmaz metszete vagy kozos része pontosan azoknak az elemeknek
a halmaza, amelyek mindegyik halmaznak elemei. Jele: M.

DEFINICIO: Két halmaz diszjunkt, ha nincs kozos elemiik, vagyis a metszetiik iires halmaz.
ANB=0J.

DEFINICIO: Az A és B halmaz Kkiilonbsége az A halmaz mindazon elemeinek halmaza, amelyek
a B halmaznak nem elemei. Jele: A\ B.

DEFINICIO: Az A és B halmaz Descartes-féle szorzata az a halmaz, amelynek elemei az Gsszes
olyan rendezett (a; b) par, amelynél a €A és b € B. Jele: A X B.

u U

1] ] '
Y (B) ‘ [A] (8]
Yo | &
Komplementer halmaz Két halmaz uniéja Két halmaz metszete

OO0 @

Diszjunkt halmazok A és B halmaz A \ B kiilonbsége




Halmazmdiiveletek tulajdonsagai

Kommutativ _ ~
(felcserélhetd): AVB=BUA ANB=BnNA
Asszociativ _ ~
(csoportosithato): AuBuUC=AUBULC) ANB)NC=ANnBNO)
Disztributiv _ B

(széttagolhatd) AUuUBNO=AUBNAUVC) | ANnBUO=(ANBuU@ANO
De-Morgan azonos- _— = = — = =

sagok: AUB=ANB é ANB=AUB

IV. Logikai miiveletek

DEFINICIO: Az allitas (vagy kijelentés) olyan kijelent6 mondat, amelyrél egyértelmden el lehet
donteni, hogy igaz vagy hamis.

DEFINICIO: Az igaz és a hamis a kijelentés logikai értéke.
Ha az A éllitas igaz, a B allitds hamis, akkor dgy is mondhatjuk, hogy az A logikai értéke
igaz, B logikai értéke hamis. Jelekkel: |A| =iés |B| =h.
Az igaz értéket szoktdk 1-gyel, a hamis értéket 0-val jelolni.

DEFINICIO: A kijelentéseket dsszekapcsolhatjuk. Azokat a kijelentéseket, amelyeket mds kijelenté-
sekbdl lehet elGallitani, osszetett kijelentéseknek nevezziik.

DEFINICIO: Ha az Osszetett kijelentések logikai értéke csak az 6t alkoté allitdsok logikai értékétdl
és az elGallitas maodjatdl fiigg, akkor logikai miiveletekrsl beszEliink.
A logikai miveleteket igazsagtabla segitségével végezhetjiik el.

DEFINICIO: Az éllitds tagadasa egyviltozés midvelet. Egy A kijelentés negécidja (tagaddsa)
az a kijelentés, amely akkor igaz, ha A hamis és akkor hamis, ha A igaz.

Jele: A vagy —A.

DEFINIiCIO: Allitasok diszjunkciéja: logikai ,,vagy”: Két kijelentés diszjunkci6ja pontosan akkor
igaz, ha legaldbb az egyik kijelentés igaz, kiilonben hamis.
Jele: A v B.

DEFINICIO: Allitdsok konjunkciéja: logikai ,.és”: Két kijelentés konjunkciéja pontosan akkor
igaz, ha mindkét kijelentés igaz, kiilonben hamis.

Jele: A A B.
Igazséagtablaval:
tagadas vagy és
negaci6 diszjunkcid konjunkcid
A | A A | B|AVB A | B | ArB
i h i i i i i i
h i i h i i h h
h i i h i h
h h h h h h




Logikai miiveletek tulajdonsagai:

g;‘c‘:;‘gﬁgtvﬁ) AVB=BvVA AAB=BAA
éif)z[;)oc::‘(i‘i]thaté): (AVB)vC=Av BV C) (AABYAC=AA(BAC)
gizséztttl:;;llg;té) AVBACO=(AVBIAAVC) | AABVC) =(AAB VAAC
De-Morgan asonos- AVB=AnB & ArB=AvE

V. A halmazok és a logikai miiveletek kapcsolata

A definicidékbdl és a miiveleti tulajdonsagokbdl lathatd, hogy sok hasonlésdg van a halmazok és
a kijelentések, valamint a veliik végezhetd miveletek kozott.

Az alaphalmaz részhalmazai és a kijelentések egymdsnak megfelel6 fogalmak. A miveleteknél
a halmazok unidjénak a kijelentések kozti diszjunkcié (logikai vagy), a halmazok metszetének
a kijelentések kozti konjunkcié (logikai €s), a komplementer halmaznak a kijelentés tagadésa felel
meg.

VI. Alkalmazasok

* Biolégidban a rendszertan, kémidban a periédusos rendszerbeli csoportositds is halmazel-
méleti fogalmak. Mtveletek: melyik csoport melyiknek részhalmaza?

* Vércsoport szerint az emberek kiilonb6z6 halmazokba sorolhat6k. Miveletek: ki kinek adhat
vért?

* Eurépa orszdgai hivatalos nyelviik alapjdn halmazokba sorolhaték. Miveletek: melyik or-
szdgban hivatalos nyelv az angol vagy a német?

* Az érettségin a nem kotelezs targyak vélasztisa szerint is halmazokba sorolhatdk a vizsga-
z6k. Miveletek: ki vizsgazik kémidbol és biol6giabol is?

* A halmazelmélethez hasonléan épiil fel az eseményalgebra és a matematikai logika.

» A fiiggvényekkel kapcsolatban is haszndljuk a halmazokat (értelmezési tartomany, érték-
készlet).

* Egyenletek értelmezési tartomanyanak vizsgilatakor szamhalmazok metszetét képezziik.



2. Szamhalmazok
(a valos szamok halmaza és részhalmazai),
oszthatosaggal kapcsolatos problémak, szamrendszerek

Vazlat:

I. Szdmhalmazok: természetes, egész, raciondlis, irraciondlis, valds szdmok, ezek zartsdga
II. Midveleti tulajdonsagok: kommutativitds, asszociativitds disztributivitas
III. Oszthat6sag fogalma, tulajdonsagai, oszthatésagi szabalyok.
Primszam, Osszetett szdm, szdmelmélet alaptétele, osztok szdma.
Legnagyobb koz0s 0sztd, legkisebb kdzos tobbszoros.
IV. Szadmrendszerek
V. Alkalmazéasok

Bevezetés:

A szdmfogalom kialakuldsa nagyon hosszi folyamat eredménye. A fejl6dés korai szakaszaban is
sziikség volt az ember szdmadra fontos dolgok megszdmlalasdra. A szdmlalds igénye alakitotta ki
a pozitiv egész szdmok fogalmét. A matematika fejlédését kutatok szerint ezutdn hosszu id6 telt el
a nulla felfedezéséig.

Kidolgozas:

I. Szamhalmazok

DEFINICIO: A természetes szamok halmaza (IN) a pozitiv egész szamokbél és a 0-bdl 4ll.
A természetes szamok halmaza zart az Osszeaddsra €s a szorzdsra nézve, azaz barmely két
természetes szdm Osszege és szorzata természetes szdm. Ugyanakkor a kivonds és az osztds
mdr nem végezhets el ezen a halmazon beliil, ezek a midveletek ,.kimutatnak™ a halmazbdl.
PIL. 3 — x =5 egyenlet megoldésa.

DEFINICIO: Az egész szamok halmaza (Z) a természetes szamokbdl és azok ellentettjeibdl all.
Az egész szamok halmaza az Gsszeaddson €s a szorzdson kiviil a kivondsra nézve is zart,
ugyanakkor az osztds kimutathat a halmazbdl. Pl. 2x + 3 = 4 egyenlet megolddsa.

DEFINICIO: A racionalis szimok halmaza (Q) azokbdl a szamokbdl 4ll, amelyek felirhatok két

egész szdm hdnyadosaként, azaz % alakban, ahol a, b €Z, b #0.

Az % hanyados a kovetkez6 alakokban fordulhat el6 (a, b €Z, b # 0, és a tort végsdkig le-

egyszertsitett, azaz a és b legnagyobb kozos osztdja 1.):

* egész szam, ha b osztdja a-nak.

* véges tizedes tort, ha b primtényezds felbontdsdban a 2 és az 5 szamokon kiviil nincs mas
primszam.

» végtelen szakaszos tizedes tort, ha b primtényezds felbontdsdban a 2 és az 5 szdmokon
kiviil mas primszam is van.

Tehat a raciondlis szamok a kovetkez$ alakuiak: kozonséges tortek, egészek, véges vagy

végtelen szakaszos tizedes tortek.
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A raciondlis szdmok halmaza mind a 4 alapmtiveletre zart (osztdsra, ha az oszt6 nem 0), de
itt is taldlunk olyan egyenletet, amelynek nincs megolddsa ezen a halmazon. PL.: 2x*> — 3 = 0.

DEFINICIO: Azokat a szdmokat, amelyek nem irhatdk fel két egész szdm hdnyadosaként, irracio-
nalis szamoknak (Q*) nevezziik.

TETEL: /2 irracionélis szdm.

BIZONYITAS: a bizonyitast indirekt médon végezziik, 1ényege, hogy a bizonyitandé allitds tagada-
sardl bebizonyitjuk, hogy az hamis. Ez azt jelenti, hogy a bizonyitand¢ 4llitas igaz.

Tegyiik fel hogy /2 raciondlis szdm, azaz felirhat6 % alakban, ahol a, beZ, b#0,
(a; b)=1.

Ekkor 2 =4 = 2=i = 2-b*=a>.

b b?
Az egyenlet jobb oldalan szerepl§ (a”) szam primtényezGs felbontdsdban a 2 mindenfélekép-
pen paros kitevén (akér a nulladikon) szerepel, mig a bal oldalon levd szam (2 - %) primté-
nyezG3s felbontdsdban a 2 kitevGje paratlan (legkevesebb 1).
Ez azonban lehetetlen, hiszen a szdmelmélet alaptétele szerint egy pozitiv egész szamnak
nincs két lényegesen kiilonboz6 felbontasa.

Tehat nem igaz az indirekt feltevésiink, vagyis igaz az eredeti 4llitds: ~/2 irracionalis. []
— Az irraciondlis szdmok halmaza nem zart a 4 alapmiiveletre (\/5 +(—/2 )) =0eQ*,

V2-2=2¢Q%*, V2:42=12 Q*.

— Az irraciondlis szdmok tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos tizedes tort.

DEFINICIO: A raciondlis és az irraciondlis szdmok halmaza diszjunkt halmazok (Q N Q* = &),

a két halmaz egyesitése a valés szamok halmaza: R = Q U Q*.
A valés szdmok halmaza zart a 4 alapmiiveletre.
A valds szamok €s részhalmazai:

I1. Miveleti tulajdonsagok: a, b, c €R esetén

1. az 6sszeadas €s a szorzas kommutativ (felcserélhetd)

a+b=b+a é a-b=b-a

2. az 6sszeadas és a szorzds asszociativ (csoportosithato)

(a+b)+c=a+b+c) és (a-b)-c=a-(b-c)

3. aszorzas az Osszeaddsra nézve disztributiv (széttagolhatd)

(a+b)-c=a-c+b-c
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I11. Oszthat6sag

DEFINICIO: Egy a egész szdm osztéja egy b egész szamnak, ha taldlhaté olyan ¢ egész szam,
amelyre a - ¢ = b. Jelolés: a | b. (Ekkor ¢ b is igaz.) Ekkor azt is mondhatjuk, hogy b tobb-
szorose a-nak.

Oszthatésag tulajdonsagai:

Haa, b, c €Z, akkor
. 1|a,a 0,haa#0
calbés bla = a=b
. a|b = a|b~c
. a|b és alc = albic

a és a

Oszthatésagi szabalyok:

Egy n egész szam oszthat6
* 2-vel, ha n paros, vagyis utolsé jegye € {0; 2; 4; 6; 8}.
* 3-mal, ha a szdmjegyek Osszege oszthat6 3-mal.
* 4-gyel, ha a két utolsé jegybdl képzett szdm oszthato 4-gyel.
* 5-tel, ha utolsé jegye € {0; 5}.
* 0O-tal, ha 2-vel és 3-mal oszthatd.
* 8-cal, ha a harom utolsé jegybdl képzett szdm oszthatd 8-cal.
* 9-cel, ha szdmjegyek 0sszege oszthatd 9-cel.
* 10-zel, ha utolsé jegye O.

DEFINICIO: Azokat a pozitiv egész szdmokat, amelyeknek pontosan két pozitiv osztdja van, prim-
szamoknak nevezziik. P1.: 2; 3; 5; 7; ... Az 1 nem primszam.

DEFINICIO: Azokat az 1-nél nagyobb szdmokat, amelyek nem primszamok, dsszetett szamoknak
nevezziik. Az Osszetett szamoknak 2-nél tobb pozitiv osztdja van. PL.: 4; 6; 8; 9; 10; ...

TETEL: A szamelmélet alaptétele: barmely Osszetett szam felirhaté primszdmok szorzataként, és
ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

Kanonikus alak: n=p{" - p5> - p33-...- pg*, ahol py, py, pa, ..., py kiilonbozd primek, oy, o5,

as, ..., 0 nemnegativ egész szamok.
Ekkor az n szdm primosztoi: py, pa, P3» -+ Pi-

TETEL: Az n szam osztéinak szama meghatdrozhaté a kovetkez6 médon: A fenti n szdmnak
(g +1)-(p+1)-(03+1)-...- (0 + 1) darab pozitiv osztéja van.

DEFINICIO: Két vagy tobb pozitiv egész szdm a legnagyobb kozos osztéja a kozos osztok koziil
a legnagyobb. Jele: (a; b).
Elééllitasa: felirjuk a szamok primtényezds alakjdt, vesszikk a kozods primtényezlket
(amelyek az Osszes felbontdsban szerepelnek), ezeket a hozzéjuk tartozo6 legkisebb kitevdvel
vessziik és 0sszeszorozzuk.

DEFINICIO: Ha két pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztdja 1, akkor a két szam relativ prim.

DEFINICIO: Két vagy t6bb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszorose a k6zos tobbszorosok
koziil a legkisebb. Jele: [a; b].
Elééllitasa: felirjuk a szdmok primtényezds alakjat, vessziik az Osszes primtényezst, ezeket
a hozzdjuk tartozé legnagyobb kitevdvel vessziik és 6sszeszorozzuk.
Osszefiiggés két pozitiv egész szdm legnagyobb kozos osztéja és legkisebb kozos tobbszors-

se kozott: (a; b) - [a; bl =a - b.
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IV. Szamrendszerek

DEFINICIO: Az a alapi szamrendszer helyi értékei: 1, a', a?, a°, a*, ..., az a alapu szdmrendszer-

ben a-féle szamjegy van: 0, 1, 2, ..., a — 1 (alaki érték), ha a > 10, akkor bettiket hasznalunk
szamjegyként.

A helyi értékes dbrazolds azt jelenti, hogy a szdmjegyek értékén kiviil a lefrasuk helye is ér-
tékkel bir. Egymas utdn irjuk a szdmjegyeket és az adott ponthoz viszonyitjuk a helyiiket.

Attérés 10-es szamrendszerbdl mas alapiba

A szamot osztjuk az U4j szdmrendszer alapszamaval, majd az igy kapott hanyadost djra mindaddig,
mig 0 hdnyadost nem kapunk. Az osztdsoknal kapott maradékok lesznek az 4j szam alaki értékei az
egyesektdl kezdve.

Pl. 948, a 7-es szamrendszerbe atirva:

948 =135-7+3

135=19-7+2
19=2-7+5
2=0-7+2

gy 948, = 2523,.

Attérés mas alapibél 10-es szamrendszerbe

A megfelelS helyi értékeknek és a hozzdjuk tartozd alaki értékeknek a szorzat 6sszege adja a 10-
esbeli értéket:
Pl.: 2523 a 10-es szamrendszerbe atirva:

2523, =2-73+5-77+2-7'+3-1=948,

Osszeadé tabla a 2-es szamrendszerben: Szorzoétabla a 2-es szamrendszerben:
+ 0 1 c 0 1
0 0 1 0 0 0
10 1 0

Miiveletek végezhetSk pl.: tdbldk alapjan, vagy 10-es szdmrendszerbe valé atirdssal és az eredmény
adott szdmrendszerbe val6 visszairasaval.

V. Alkalmazasok:
* Raciondlis szdmok: ardnyok, ardnyossdg, hasonldsdg
* Irraciondlis szdmok: szabdlyos hdromszdg magassidga (%j, négyzet atléja (av2), kor

keriilete (2r7), teriilete (r27).
* Legnagyobb kozos 0sztd: tortek egyszeriisitése
* Legkisebb kizos tobbszoros: tortek kozos nevezdre hozasa
1

» Kifejezések legb&vebb értelmezési tartomdnyédnak meghatdrozdsa, pl. Vx+2 + > .
- X

» Fiiggvény értékkészletének megallapitdsa

» Szamitégépekben a 2-es szamrendszer a két jegyével jol haszndlhaté: folyik dram = 1, nem
folyik aram = 0 (Neumann-elv). Ma mar inkabb a 16-os, hexadecimadlis szimrendszert hasz-
ndljak, ami felépithets a kettesbdl.
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» Kétismeretlenes egyenlet megolddsa a természetes szdmok halmazan (oszthatésag felhasz-
ndldséval) pl.:

3x+2y=xy
3x=xy—-2y
3x=y(x-2)
__3x _3x—6+ 6 :3.,.%6]1\] = x-2[6
X—

x=2 x-=-2 x-=2

Ez a kovetkezd esetekben lehetséges:

x-2 1 2 3 6 -1 -21]-3]-6
x 3 4 5 8 1 0 -1 | 4
y 9 6 5 4 -3 0 1 2

A tablazatban szerepel az Osszes megoldas, az 5 megjelolt szampar felel meg a feltételnek.



3. Térelemek tavolsaga és szoge.
Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben

Vazlat:

I. Térelemek, ezek illeszkedése, parhuzamossaga, szdge, tdvolsidga
II. Nevezetes ponthalmazok: kor (gomb), parhuzamos egyenespar (hengerfeliilet), szakaszfelezé
merGleges egyenes (sik), kozépparhuzamos, szogfelezs, parabola
III. Egyéb ponthalmazok: ellipszis, hiperbola, 3 ponttdl, illetve 3 egyenestSl egyenld tdvoldgra
1évé pontok, latokoriv
IV. Alkalmazasok

Bevezetés:

A geometria a matematika egyik leg6sibb dga. Mar Kr.e. 325 koriil Eukleidész megirta Elemek
cimd mivét, amelyben a geometridt axiomatikusan felépitette, azaz a szemléletre hagyatkozva
alapfogalmakat (axiémdkat) hatdrozott meg, és ezek segitségével bizonyitott allitdsokat. A korii-
16ttiink levd vildg megismeréséhez elengedhetetlen a tér fogalmanak, torvényszertségeinek pontos
ismerete.

Kidolgozas:

I. Térelemek

Pont, egyenes, sik — alapfogalmak, nem definidljuk Gket, hanem a szemléletbdl kialakult jelenté-
siikre hagyatkozunk.

DEFINICIO: Két térelem illeszkedd, ha egyik részhalmaza a mdsiknak.
DEFINICIO: Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak és nem metszik egymast.
DEFINICIO: Egyenes és sik, illetve 2 sik parhuzamos, ha nincs k6zos pontjuk.

DEFINICIO: Egy egyenest egy rd illeszkedd pont két félegyenesre oszt, ez a pont mindkét félegye-
nes kezdGpontja.

DEFINICIO: Egy sikban két, azonos pontbdl kiindulé félegyenest és az dltaluk meghatdrozott bér-
melyik sikrészt szognek nevezziik. A k6zos kezdGpont a szog csticspontja, a két félegyenes
a sz0g szdrai, a sikrész a szogtartomdny.

DEFINICIO: Illeszkedd vagy parhuzamos térelemek szoge 0°.

DEFINICIO: Két metsz§ egyenes 4 szoget alkot, ezek koziil 2-2 egyenld. Ha a két egyenes nem
merdleges egymdsra, akkor a két egyenes hajlasszoge a kétfajta szog koziil a kisebbik.
Ha a két egyenes merdleges egymasra, akkor a hajldsszogiik derékszog. Eszerint két metszd
egyenes hajlasszoge 90°-nal nem nagyobb.
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DEFINICIO: Két egyenes Kitérd, ha nincsenek egy sikban.

DEFINICIO: Két Kitérd egyenes hajlasszoge a tér egy tetszGleges pontjan dtmend és az adott
egyenesekkel parhuzamos egyenesek hajldsszoge. Ez a szog a pont megvalasztisatol fiig-
getlen.

TETEL: Egy, a sikot metsz§ egyenes merdleges a sikra, ha merdleges a sik minden egyenesére
(sikra merdleges egyenes tétele).
Definici6 szerint egy egyenes merSleges a sikra, ha meréleges a sik minden olyan egyenesé-
re, amely dtmegy az egyenes és a sik metszéspontjan.

DEFINICIO: Ha az e egyenes nem merGleges a sikra, akkor az egyenes merSleges vetiilete a sikon
szintén egyenes (¢’). Ebben az esetben az egyenes és a sik hajlasszogén az egyenes €s a ve-
tiilete hajldsszogét értjiik. Ez a szog a legkisebb az egyenes és a sik egyenesei dltal bezart
szogek kozott.

DEFINICIO: Ha két sik nem parhuzamos egymadssal, akkor metszésvonaluk egy pontjaban mindkét
sikban merélegest 4llitunk a metszésvonalra. A két sik hajlasszoge e két egyenes hajlasszo-
gével egyenld. Ez a sz0g a pont megvalasztdsatdl fiiggetlen.

DEFINICIO: Két illeszkedd vagy metszG térelem tavolsaga 0.
DEFINICIO: Két pont tavolsiga a pontokat 6sszekotG szakasz hossza.

DEFINICIO: Pont és egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre bocsétott merdleges szakasz hosz-
sza.

DEFINICIO: Pont és sik tavolsaga a pontbdl a sikra bocsatott merdleges szakasz hossza.

DEFINICIO: Parhuzamos egyenesek tavolsaga: barmelyik egyenes egy tetszleges pontjanak
tdvolsdga a masik egyenestdl, azaz a két egyenest 6sszekotd, mindkettSre merdleges szakasz
hossza.

P
[/

o f
Q

d(e;f)=d(P,f)=d(Q;e)=PQ
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DEFINICIO: Két KitérG egyenes tavolsaga az ket Osszekots, mindkettGre merdleges szakasz
hossza. Azt az egyenest, mely mindig létezik és egyértelmd és amely mindkét kitérd egye-

z. 2

nesre mer@leges, a két egyenes normadltranszverzalisdnak nevezziik. Igy két kitér6 egyenes
tdvolsdga normaltranszverzalisuk kozéjiik esd részének hossza.

DEFINICIO: Egyenes és vele parhuzamos sik tavolsiga az egyenes egy tetszSleges pontjanak
a siktdl valé tavolsdgéaval egyenld, azaz az egyenes barmely pontjabdl a sikra bocsétott me-
r6leges szakasz hosszdval egyenld.

DEFINICIO: Két parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik egy tetszSleges pontjanak a masiktdl vett
tdvolsdga, azaz barmelyik sik egy tetszGleges pontjabdl a mésik sikra bocsétott merSleges
szakasz hossza.

I1. Nevezetes ponthalmazok

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek a sik egy adott O pontjétdl adott
r tavolsdgra vannak, egy O kozéppontd, r sugaru kor.

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek a tér adott O pontjatdl adott r ta-
volsdgra vannak, egy O kozéppontd, r sugard gomb.

DEFINICIO: Adott egyenestl adott tdvolsdgra 1évG pontok halmaza a sikon az egyenessel parhu-
Zamos egyenespar.

2.z

DEFINICIO: Adott egyenestdl adott tdvolsdgra 1évé pontok halmaza a térben olyan hengerfeliilet,
amelynek tengelye az adott egyenes.

DEFINICIO: Két ponttdl egyenld tdvolsdgra 1évé pontok halmaza a sikban a szakasz felezé-
meroéleges egyenese.

Bl
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DEFINICIO: Két ponttdl egyenld tavolsdgra 1évG pontok halmaza a térben a szakasz felezGmerdéle-

ges sikja.
—8
/
A

DEFINICIO: Két parhuzamos egyenestSl egyenlS tavolsagra 1évé pontok halmaza a sikban olyan
egyenes, amely a két adott egyenessel parhuzamos és tavolsagukat felezi (kozépparhu-
Zamos).

zZ. 2z

DEFINICIO: Két metsz§ egyenestSl egyenld tavolsdgra 1évS pontok halmaza az altaluk bezdrt szo-
gek szogfelezé egyenesei. Két ilyen egyenes van, ezek merSlegesek egymasra.

DEFINICIO: Egy egyenestGl és egy rajta kiviil 1év6 ponttdl egyenld tdvolsagra 1évS pontok halmaza
a sikon: a parabola.

\
\
\
N
\
A\ \

I11. Egyéb ponthalmazok

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelynek a sik két kiilonb6z6 adott pontjatdl
mért tdvolsdgosszege az adott pontok tdvolsdganal nagyobb allandé: ellipszis.

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyeknek a sik két kiilonb6zd adott pont-
jatél mért tdvolsdgkiilonbségének abszolit értéke a két adott pont tdvolsdganal kisebb allan-
dé: hiperbola.
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TETEL: Hirom adott pontt6l egyenld tdvolsdgra 1év3 pontok halmaza a sikon egy pont (ha a 3 pont
nem esik egy egyenesre), vagy lires halmaz (ha a 3 pont egy egyenesre esik).

> q
™
o

TETEL: A hdaromszog harom oldalfelezd merGlegese egy pontban metszi egymast.

BIZONYITAS: Tekintsiik az ABC hdromszdg AB és BC oldaldnak oldalfelezd merGlegesét. Ezek az
egyenesek metszik egymast, mert a hiromszog oldalai nem lehetnek parhuzamosak egymas-
sal. Jeloljiik a két oldalfelez6 merSleges metszéspontjat M-mel. Ekkor M pont egyenld tavol-
sdgra van A és B csticsoktdl (mert M illeszkedik AB szakaszfelez§ merSlegesére), illetve B és
C csucsoktdl (mert M illeszkedik BC szakaszfelez6 merSlegesére). Ebbdl kovetkezik, hogy
M egyenld tavolsdgra van A és C csticsoktdl, tehat M-n 4thalad AC oldalfelezé merdlegese.
Tehat a harom oldalfelezé merdleges egy pontban metszi egymast.[]

C

TETEL: A hdromszog oldalfelezd merdlegeseinek metszéspontja a haromszog koré irt kor ko-
zéppontja.

BIZONYITAS: Az elébbi bizonyitéds szerint M egyenld tavolsagra van A-tdl, B-tdl és C-tdl. Legyen
ez a tdvolsdg MA = MB = MC = r. Ekkor A, B és C pontok r tdvolsagra vannak M-t8l, azaz
illeszkednek egy M kdzéppontu, r sugaru korre.[]

A haromszog koré irt kor kozéppontja hegyesszogii haromszog esetén a haromszogon beliil,
derékszogl hdromszog esetén az dtfogd felez6pontjaba, tompaszogli hdromszog esetén a ha-
romszogon kiviilre esik.

4 \A
‘ A"‘Y
0

T
TETEL: Hérom adott pontt6l egyenl§ tédvolsdgra 1év6 pontok halmaza a térben egy olyan egyenes,
amely 4athalad a hdrom pont, mint haromszog koré {rhaté kor kozéppontjan, és merdleges

19



a 3 pont sikjara (ha a 3 pont nem esik egy egyenesbe), vagy iires halmaz (ha a 3 pont egy
egyenesbe esik).

sz

TETEL: Hdrom egyenestSl egyenld tavolsdgra 1évs pontok halmaza a sikon:
* Ha a 3 egyenes parhuzamos, akkor iires halmaz.
* Ha 2 egyenes parhuzamos (e || ), egy pedig metszi Sket (g), akkor a 2 parhuzamos egyenes
kozépparhuzamoséan két olyan pont, amelyek illeszkednek két metszd egyenes (pl. e és g)
szogfelezdire.

* Ha a 3 egyenes 3 kiilonb6z6 pontban metszi egymast, akkor szogfelezé egyeneseik met-
széspontjai. 4 ilyen pont van, az egyik a haromszog beirt korének, 3 pedig a haromszog
hozzairt koreinek kozéppontja.

* Ha a 3 egyenes egy pontban metszi egymadst, akkor egyetlen pont, a 3 egyenes metszés-
pontja.
d g
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DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyekbdl egy adott szakasz adott szogben
(0° < < 180°) latszik két, a szakasz egyenesére szimmetrikusan elhelyezked$ koriv (laté-
korivek).

[

X

o+]

o= 90°

0<a<90° 90°< o < 180°

IV. Alkalmazasok

* Koordindta-geometridban a kor, a parabola, az ellipszis és a hiperbola egyenletének felirdsa-
kor az adott gérbe definicidjat hasznéljuk fel.

» Latokorivek: egy téglalap egyik oldala a szomszédos oldal mely pontjabdl latszik a legna-
gyobb szdgben (szinhdz, sportpilya).

» Szerkesztési feladatokban: hdromszog szerkesztése egy oldal, a vele szemkozti szog és az
oldalhoz tartoz6 magassag ismeretében, vagy adott. egy pont és egy egyenes, szerkessziik
meg az egyenest érintd, a ponton athaladd, adott sugard koroket.

* Parabolaantennék.

» Két tanya k6z0s postalddat kap az orszdgit mentén. Hova helyezzék, hogy mindkét tanyétdl
egyenld tavolsagra legyen?

i
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4. Hatvanyozas, a hatvanyfogalom Kiterjesztése,
azonossagok. Gyokvonas és azonossagai

Vazlat:

I. Pozitiv egész kitevGjd hatvanyok, hatvanyozds azonossdgai
II. Permanencia-elv
III. Negativ egész, tortkitevss, irraciondlis kitevgjl hatvany
IV. Az n-edik gyok fogalma (n e N*, n # 1)
V. Az n-edik gyokvonds azonossédgai
VI. Alkalmazasok

Bevezetés:
A hatvanyozast ugyanaz az igény hivta 1étre, mint a szorzast. A szorzds az ismételt Osszeadast je-

lenti, a hatvdnyozast azonos szdmok szorzdsdra vezették be, késébb kiterjesztették értelmezését.
A gyokvonas miivelete a hatvanykitevs €s a hatvany ismeretében az alap kiszdmoldasat teszi lehetd-
vé. Kinai matematikusok mar az idészamitdsunk kezdetén ismerték a négyzetgyok és kobgyok

fogalmat. A mai jel6lésrendszere a XVI. szdzadban alakult ki.
Kidolgozas:

I. Pozitiv egész Kitevgjd hatvanyok

DEFINICIO: Ha a tetszGleges valds szdm és n 1-nél nagyobb természetes szdm, akkor a" hatvany
azt az n tényezGs szorzatot jelenti, amelynek minden tényezdje a.
Han =1, akkor a! = a.
Az a szdmot a hatvany alapjdnak, az n szdmot a hatvany kitevGjének nevezziik.

A hatvanyozas azonossagai pozitiv egész Kitevd esetén: (a, b €R, m, n eIN*)

TETEL: Azonos alapu hatvényokat dgy is szorozhatunk, hogy a kozos alapot a kitevGk Osszegére

emeljiik:
at-adt=ag"tn
BIZONYITAS:
a-a® = (a-a-....a)-(a-a-...-a) = a-a-...a = a"".[]
hatv. def. szorzds " hatv. def.
mdb ndb asszoc. ™M+mdb

TETEL: Azonos alapi hatvanyokat tigy is oszthatunk, hogy a kozos alapot a kitevSk kiilonbségére

emeljiik:
am
—nzam‘", haa#0, m>n.
a
BIZONYITAS:
mdb m—ndb
f_/% f_/%
a® _ aa-...a _ aa-..a _ amn [
a’ hatv.def.d-a-...-degysze- 1 hatv. def.
ndv b rdsités
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TETEL: Szorzatot tényezGként is hatvanyozhatunk:

(a-b)'=a"-b"

e

Tétel ,,visszafele” olvasva: Azonos kitevdjd hatvdnyokat ugy is szorozhatunk, hogy az ala-
pok szorzatat a kozos kitevire emeljiik.

BIZONYITAS:
(a-b)y* = (a-b)-(a-b)-...-(a-b) = a-b-a-b-....a-b =
hatv. def. SZOrzas SZOrzas
ndb asszoc. kommut.
=a-a-.abb.-b = a-b.[l
b b hatv. def.

TETEL: Tortet Gigy is hatvanyozhatunk, hogy a szamlal6t és a nevez6t kiilon-kiilon hatvanyozzuk
és a kapott hatvanyoknak a kivant sorrendben a hanyadosat vessziik.

a\" _a"
=] =—, hab=0.
(b) pr

e 2

Tétel ,,visszafele” olvasva: Azonos kitev§jd hatvdnyokat gy is oszthatunk, hogy az alapok
hanyadosat a k6zos kitevdre emeljiik.

BIZONYITAS:
ndb
n
(g) - (2)(2) (ﬂ) _ aa..a _ a
b] hatv.def.\b bl T \b tortek Db -...- b hatv. def. b" ’
——————~————szorzdsa v
ndb ndb

TETEL: Hatvdnyt Ggy is hatvdnyozhatunk, hogy az alapot a kitevék szorzatdra emeljiik:

BIZONYITAS:
(a®y™ = (a®)-(a")-...-(a") = a-a-...-a\-(a-a-...-a)-...-(a-a-...a) =
n. hatv. def. " |szorzds
m. hatv. def. mdb ndb ndb ndb ASSZOC.
mdb
=a-a---- a-a-a-....a = am"".[]
hatv. def.

II. Permanencia-elv

A hatvanyozds fogalmat kiterjesztjiilk minden egész kitevire, majd egész kitevérdl racionalis kite-
vlre, majd raciondlisrdl irraciondlis kitevdre ugy, hogy az eldbbi, pozitiv egész kitevore teljesiils
azonossagok tovabbra is teljesiiljenek. A fogalom értelmezésének kiterjesztése esetén ezt az igényt
nevezziik permanencia-elvnek.

I11. A hatvanyozas kiterjesztése

s

A 2. azonossag segitségével a hatvanyozds fogalma kibGvithet§ az egész szamokra a kovetkezd
moédon:

DEFINICIO: Tetszéleges a#0 valés szdmra a” = 1. Minden nulltél kiilonbozé valés szamnak
a nulladik hatvanya 1.
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0°-t nem értelmezziik (nem lehet tgy értelmezni, hogy sszhangban legyen a hatvinyozas értelme-
zéseivel:
* 0% =0 kellene, mert 0 minden pozitiv egész kitevs hatvanya 0.
s 0° =1 kellene, mert minden egyéb szdm nulladik hatvanya 1.)
Bizonyithat6, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvinyozds azonossdgai érvényben maradnak.
Pl

DEFINICIO: TetszGleges a # 0 valds szdm és n pozitiv egész szdm esetén a™" =ln. Minden 0-t6l
a

kiilonbdz6 valés szam negativ egész kitevgjii hatvanya a szam megfelel§ pozitiv kitevjd
hatvanyénak a reciproka (vagy a szdm reciprokanak a megfelel§ pozitiv kitevdjid hatvanya).
Bizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozds azonossigai érvényben maradnak.

Pl

a.gt=qg"tn :aO =1

Ezzel a két definicidval a 2. azonossdg igaz minden n, m € Z-re:
am _a"

Han =m, akkor —=—=1.
a® a"

s

Ha m < n, akkor m darab a-val egyszerdsitiink, a szdmlédléban 1, a nevezSben pedig n — m darab

a szorz6tényez6 marad, ami a hatvany definicidja miatt Alkalmazva a negativ egész kite-

al’l

v&jt hatvany definicigjat L _ 1 —qn-" .
an—m a—(m—n)

A hatvanyozas fogalmat ezutan racionalis kitevére terjesztjiik ki:

DEFINICIO: Az a pozitiv valés szam L _adik hatvanya az a pozitiv valds szam, amelynek g-adik
q

q
P
hatvénya a”, azaz (aq ) =aP.
P
A definiciébdl kovetkezik: a4 =aP .
Az alap csak pozitiv szdm lehet, mert példaul
2 o1 1
(-2)4 =[(—2)2]4 =44 =22 =/2 értelmes,

2 1
(-2)4 =(-2)2 =/-2 nem értelmezhetd, pedig a két hatvany értékének (azonos alap, azonos

kitevs) meg kell egyeznie.
Bizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozas azonossigai érvényben maradnak.

Pl.
(ag)" = afn =ak

(a%)n :(n p )n — g

A hatvanyozast kiterjeszthetjiik tetszéleges valés kitevére. Ehhez az irracionalis Kitevét kell ér-
telmezniink.
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Az értelmezés azon alapul, hogy barmely irraciondlis szdm tetszSlegesen kozelithet§ két oldalrél
raciondlis szamokkal. Igy ha pl.: 22 hatvanyt szeretnénk meghatdrozni, akkor ehhez a /2 értékét

2 2

kozelitjiik néla kisebb, illetve nila nagyobb raciondlis szdmokkal, majd a kozelit6 értékekre, mint
kitev6re emeljiik a 2-t. Bizonyithatd, hogy 22 értéke 1étezik, és ily médon tetszSlegesen kozelit-
hetd (rendér elv).
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DEFINICIO: Az a pozitiv valés szam « irracionalis kitevgjii hatvanya, azaz a* jelentse az a” so-
rozat hatarértékét, ahol r egy raciondlis szdmsorozat tagjait jeloli és r — a. Képlettel:

lim a” =a%.
r—o

IV. Az n-edik gyok fogalma

A gyokvonds a hatvanyozds egyik forditott mivelete: az a valds szam n-edik gyoke (n € Z*, n # 1)
az X' = a egyenlet megoldésa.

Az a szim n-edik gyokének jelolése: &a , han eN*.

A gyokvonds értelmezésénél kiilonbséget kell tenni a paros és paratlan gyokkitevd kozott (hiszen
paros n-re és negativ a-ra az x" = a egyenletnek nincs megoldédsa, mivel a valds szamok péros kite-

v&ji hatvanya nem lehet negativ. Tehat paros n-re és negativ a-ra az a szam n-edik gydke nem
értelmezhetd.)

DEFINICIO: Egy nemnegativ valés a szdm 2k-adik (k € N*) gyokén azt a nemnegativ valés szamot
értjiik, amelynek 2k-adik hatvénya a.
2k
Képlettel: (%/a)” =a,ahola>0, %/a>0, keZ*.
DEFINICIO: Egy a valds szdm (2k + 1)-edik (k e N*) gyokén azt a valds szdmot értjiik, amelynek
(2k + 1)-edik hatvanya a.

2k+1
Képlettel: (2’”\1/5) ' =a, ahol keZ".
A péaros és pdaratlan gyokkitevore vonatkozé definicidk kozotti kiilonbségbdl addddan:

(4a)" =|al & (Ya)™ ™ =a, pl. §(=5)6 =5, de J(=5) =-5.

V. Az n-edik gyokvonas azonossagai

A gyodkvonds azonossagaindl nem tesziink kiilonbséget paros és pdratlan gyokkitevs kozott, az
azonossagok értelmezésénél csak a feltételrendszer kiilonbozik paros és paratlan gyokkitevs esetén.

TETEL: Ya-b =%a-%b , ha n>1 egész; pdros n-re a, b nemnegativ valés szdmok, pdratlan n-re
a, b val6s szdmok.
Szorzat n-edik gyoke egyenld a tényezSk n-edik gyokének szorzatdval. Tehdt szorzatbol té-
nyez&nként vonhatunk gyokot.

BIZONYITAS: Vizsgéljuk mindkét oldal n-edik hatvanyat:
(” a-b)n =a-b,
a gyok definici6ja miatt.
(#/a-2/b)" = (¥a)"-(4b)" =a-b,
a szorzat hatvdnya és a gyok definicidja miatt.
A két oldal n-edik hatvanya egyenld.
Pératlan n-re, ha a két oldal n-edik hatvdnya azonos, akkor a két oldal is azonos.

Péros n-re, amikor mindkét oldal értelmes, vagyis nemnegativ, akkor az n-edik hatvanyok
azonossagabol kovetkezik a két oldal egyenlsége.
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TETEL: n/— =

n
Z ﬁ, ha n> 1 egész; paros n-re a, b nemnegativ valds szdmok, pdratlan n-re a, b
valds szamok, b # 0.
Két szam hanyadosanak n-edik gyoke egyenl§ a szamlal6 és a nevezd n-edik gyokének

hanyadosaval.

TETEL: Y af = (Q/E ) , ha k pozitiv egész, n > 2 egész, a > 0 valds szam.

Hatvany n-edik gyoke az alap n-edik gyokének hatvanyaval egyenld, azaz a hatvanyozas €s
a gyokvonds sorrendje felcserélhet§ egymadssal.

TETEL:

Minden azonossdgndl a gyokkitevékre érvényes az n, k, m e N*\ {1} feltétel, amennyiben ez
a szam paros, a gyokjel alatti kifejezésre nemnegativ feltételt kell szabni.

VI. Alkalmazasok:

Hatvanyozas:

e

PrimtényezGs felbontdsban pozitiv egész kitevdji hatvanyok, legnagyobb kozos oszto, legki-
sebb k6z0s tobbszoros, osztok szama

Normadlalakban: egyszeriibb a kicsi és a nagy szdmokkal valé miiveletek elvégzése

A szamrendszerek felépitése a hatvanyozdson alapul

Meértani sorozat: a,, S, kiszimolasa

Ismétléses varidciok szdma: n¥

Hasonlo6 testek felszinének, térfogatdnak ardnya
Kamatos kamat szdmitédsa

Négyzetes uttorvény: s = % 12
Radioaktiv bomlas
Meértékegységviltis
Binomidlis eloszlés

Nevezetes azonossagok

Gyokvonas:
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Magasabb foku egyenletek megolddsa

Pitagorasz-tétel (négyzetre emelés, gyokvonas)

Meértani kozEp (gydkvonas)

Magassag-, illetve befogététel (négyzetre emelés, gyokvonds)
Kocka élének, vagy gobmb sugardnak kiszdmoldsa a térfogatbdl

[ hosszusagu fondlinga lengésideje: T =27 \/z
8

h magassagbdl szabadon esé test sebessége: v=./2gh

Kamatos kamatndl a kamattényezd kiszamitasa
Harmonikus rezgémozgas korfrekvencidjanak kiszamitdsa



5. A valészinlség-szamitas elemei.
A valésziniiség Kiszamitasanak kombinatorikus modellje

Vazlat:

I. Események: elemi események, eseménytér, biztos-, lehetetlen esemény
II. Miveletek eseményekkel (A + B, A - B, A )

II. Valészintiség definicidja, miveletek valdszindsége, axidmak

IV. Nevezetes diszkrét eloszlasok

V. Alkalmazéisok

Bevezetés:

A val6szintiség fogalmat is régéta ismeri az emberiség: mar az 6kori gorog filozéfusok foglalkoz-
tak azzal, hogy a természetben tapasztalt torvényszertiségek a véletleneken keresztiil érvényesiil-
nek.

Kidolgozas:

I. Események

A valészintiség-szamitas véletlen tomegjelenségek vizsgalataval foglalkozik.

DEFINICIO: Véletlen jelenségnek nevezziik azokat a jelenségeket, amelyeket a leirhaté koriilmé-
nyek nem hatdrozzdk meg egyértelmten.
PI. egy dobdkocka feldobasa.

DEFINICIO: Kisérletnek nevezziik a véletlen jelenség megfigyelését.

DEFINICIO: Elemi eseménynek nevezziik a kisérlet sordn bekovetkezd lehetséges kimeneteleket.
PI. a kocka dobdsdnél azt, hogy hdnyas szdmot dobunk.

DEFINICIO: Az eseménytér az elemi események halmaza.
Pl. a kocka dobasanal {1; 2; 3; 4; 5; 6}.

DEFINICIO: Az elemi események egy halmazit, azaz az eseménytér egy részhalmazat eseménynek
nevezzik.
PI. esemény a kockadobdsnal paros szdm dobadsa.
Az eseményeket nagybettivel jeloljik. Pl. A = {2; 4; 6}

DEFINICIO: Az eseménytérhez tartoz6 azon esemény, amely biztosan bekovetkezik, a biztos ese-
mény, amely semmiképpen sem kovetkezhet be, a lehetetlen esemény.
A biztos esemény jele: H, a lehetetlen esemény jele: .
PI. a kockadobdsanal biztos esemény: 7-nél kisebb szdmot dobunk, lehetetlen esemény: 8-nél
nagyobbat dobunk.

I1. Miiveletek eseményekkel

DEFINICIO: Az A esemény komplementere az az esemény, amely akkor kovetkezik be, amikor
A nem kovetkezik be. Jele: A.

27



DEFINICIO: Az A és B események Osszege az az esemény, amely akkor kovetkezik be, amikor
A vagy B bekovetkezik. Jele: A + B.

DEFINICIO: Az A és B események szorzata az az esemény, amely akkor kovetkezik be, amikor
A és B bekovetkezik. Jele: A - B.

DEFINICIO: Az A és B események egymast kizarjak, ha egyszerre nem kovetkezhetnek be.

Az eseményekkel kapcsolatos miveletek tulajdonsdgai, azonossdgai a halmazmiveletekre megis-
mert tételekhez hasonl6an leirhatdk, illetve bizonyithatok.

III. A valésziniiség-szamitas alapjai

DEFINICIO: Ha elvégziink n-szer egy kisérletet, és ebbdl az A esemény k-szor kovetkezik be, akkor

az A esemény relativ gyakorisaga a k hanyados.
n

DEFINICIO: Ha sokszor elvégziink egy kisérletet, akkor megfigyelhetjiik, hogy egy A esemény
relativ gyakorisdga egy szdm koriil ingadozik. Ezt a szdmot nevezziik az A esemény valo-
szinliségének. Jele: P(A).

DEFINICIO: A valészindség kiszdmitdsanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy
kisérletnek véges sok kimenetele van és ezek valdszintisége egyenlS. Ekkor az A esemény

kedvezé elemi események szdma

valészindsége: P(A) =— - ~ .
Osszes elemi esemény szdma

A valészintiség-szamitas axiomai:

* Tetszbleges A esemény esetén 0 < P(A) < 1.

* Biztos esemény valdszintisége 1, lehetetlen eseményé 0.

* Ha A és B egymast kizdré események, akkor P(A + B) = P(A) + P(B).

* Ha A és B tetszbleges esemény, akkor P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A - B).
PA)+P(A)=1.

DEFINICIO: Az A esemény B-re vonatkozo feltételes valoszintisége: P(A|B)= P(%B})% .
Ez annak a valésziniisége, hogy az A esemény bekovetkezik, feltéve, hogy a B esemény be-

kovetkezik.

DEFINICIO: Az A és B események egymastdl fiiggetlenek, ha P(A | B) = P(A).
Ekkor P(A - B) = P(A) - P(B).

DEFINICIO: Ha egy esemény elGforduldsat geometriai alakzat (vonal, sikidom, test) mértékével
jellemezziik, és az esemény bekovetkezésének valdszintségét ezek hdnyadosdval fejezziik
ki, akkor geometriai valésziniiségrsl beszéliink.

IV. Nevezetes diszkrét eloszlasok:

A kisérletek kimenetelei altalaban szdmokkal jellemezhetSk. Ezekre a mennyiségekre jellemzd,
hogy értékiik a véletlentdl fligg, és mindegyikiik egy-egy eseményhez van hozzérendelve.

DEFINICIO: A valésziniiségi valtozé az eseménytéren értelmezett valds értékd fiiggvény. Jele: €.

DEFINICIO: Ha a valdszintiségi véltozo lehetséges értékeinek szdma véges vagy megszdamldlhatéan
végtelen, akkor diszkrét valésziniiségi valtozorol beszEliink.
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DEFINICIO: A binomialis eloszlas olyan kisérletnél fordul elS, amelynek csak két kimenetele le-
hetséges: az A esemény p valdsziniséggel bekovetkezik, vagy 1 —p valészinliséggel nem
kovetkezik be.

TETEL: Binomialis eloszldsndl ha a kisérletet n-szer ismételjiik, akkor annak valészintisége, hogy
az A esemény k-szor kovetkezik be, éppen

P(E=k) =(Zj-pk -(1-p)=*  ahol k < n.

(Binomidlis eloszlasra vezetnek a visszatevéses mintavétel esetei, ahol n elem koziil p valo-
szinliséggel valasztunk valamilyen tulajdonsdggal rendelkez6t oly mddon, hogy a kivett
elemet az djabb hiiz4s elbtt visszatessziik.)

BIZONYITAS: Tegyiik fel, hogy a visszatevéses mintavételeknél N db elem koziil vdlasztunk ki
n db-ot. Legyen M db elem A tulajdonsagii, N — M db elem A tulajdonsagu.
A visszatevéses mintavétel azt jelenti, hogy minden egyes hizds utdn visszatessziik a kihu-
zott elemet, igy a hiizdsok egymadstdl fiiggetlenek lesznek. A kérdés az, hogy mennyi a valé-
szindsége annak, hogy a kihuizott n db elem kozott k db A tulajdonsdgi elem van.

”) -M¥* (N = M)"* | mert

A kombinatorikdban tanultak szerint a kedvezd esetek szama ( X
k-szor kell M db golyébdl valasztanunk, n — k-szor kell N — M db goly6 koziil, és ez (Z) -

féleképpen fordulhat el aszerint, hogy hanyadik htizas az A tulajdonsagu.
Az Osszes esetek szama N, mert n-szer huzunk N elembdl.
Igy

() e ov-aor (1) ity (), (o0 ()

N7 k Nk Nn—k k N N
Tudjuk, hogy annak az esélye, hogy A tulajdonsdgit hizunk: P(A)=%= p, hogy nem
A tulajdonsdgit hizunk: P(A)=1-p=1 —% = % .

Ezt felhaszndlva kapjuk: P(&=k)= (Zj pk-(1=pynk .0

DEFINICIO: A visszatevés nélkiili mintavétel eloszldsét hipergeometrikus eloszldsnak nevezziik.

TETEL: Hipergeometrikus eloszldsndl legyen N db elemiink, amelybSl M db elem rendelkezik egy
adott A tulajdonsiggal, N — M db pedig nem. Kivilasztunk véletlenszerlien visszatevés nél-
kiil n db-ot. Annak a valészintisége, hogy a kihizott n db elem koziil k£ db rendelkezik az

A tulajdonsaggal:
0
k -k
PE=k)=-2 > """ aholk<n.
N
")
BIZONYITAS: A kérdés az, hogy mennyi a valészintisége annak, hogy a kihdzott n db elem kozott

k db A tulajdonsagu elem van.
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A kombinatorikaban tanultak szerint a kedvezd esetek szama (Aklj (1\;:24) , mert M db-bdl

M

kell k db-ot kivalasztani, amit ( X

j—féleképpen tehetiink meg, és a maradék N — M db-bdl

n — k db-ot kell kivalasztanunk, amit (1\,]1 e

A j -féleképpen tehetiink meg.

Az Osszes esetek szama: (ZZJ , mert N db-bdl kell n db-ot valasztani.

M) (N-M
. . k n—k
Ezt felhaszndlva kapjuk: P(§=k)=~—+—>——2[]

)

TETEL: Mindkét eloszldsnadl az A tulajdonségu elemek szdménak varhat6 értéke:

ME=n-p=n-

V. Alkalmazasok
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meteoroldgiai eldrejelzés,

biztositasi matematika,

kvantumfizikdban a részecske helyének meghatdrozdsa: azt lehet megmondani a részecske
sebességétdl fliggden, hogy hol tartézkodik legnagyobb valdszintiséggel a részecske.
szerencsejatékoknal nyerési esély megallapitdsa: mekkora a valdszintisége annak, hogy az
0tos lottdn, a hatoslottén, a totén telitaldlatos szelvényiink lesz?

mintavételek a mindség-ellendrzés sordn: a gyartésorokon elkésziilt termékek koziil a selej-
tek szdmanak kozelité meghatarozasa varhat6 érték segitségével.



6. A logaritmus. Az exponencidlis és a logaritmusfiiggvény,
a fiiggvények tulajdonsagai

Vazlat:

I. A logaritmus definicidja

II. A logaritmus azonossagai
III. Exponencidlis fiiggvény, tulajdonsagai
IV. Logaritmusfiiggvény, tulajdonsigai
V. Alkalmazésok

Bevezetés:

A XVIII. szazadban a kereskedelem, a haj6zas, az épitészet és a csillagdszat fejlédése dj probléma-
kat vetett fel a matematikusok szdmadra: az azonos alapu hatvinyokkal végzett szorzds és osztas
a kitevdkkel elvégezhetd Osszeaddsra és osztdsra vezethetd vissza. fgy a miveletek leegyszer(isod-
nek. A logaritmuskeresés mivelete sordn a hatvanykitevit keressiik az alap és a hatvanyérték isme-
retében.

Kidolgozas:

I. Logaritmus definicioja

Aza*=b(a>0,b>0, a#1) egyenlet megolddsakor az x kitevSt keressiik. Ennek az egyenletnek
az egyetlen megolddsa x = log,b.

DEFINICIO: A logaritmus a hatvdnyozds egyik forditott mivelete: log,b (a alapi logaritmus b) az
az egyetlen valds kitevs, melyre a-t emelve b-t kapunk: a'°%.> =b, (a>0,b>0,a# 1), va-
gyis log,b = c egyenértékd azzal, hogy a“ = b. (A kitevét fejezziik ki a hatvanyalap és a hat-
vanyérték ismeretében.)

Elnevezések: a = logaritmus alapja, b = hatvanyérték.

A logaritmus alapjat azért vélasztjuk pozitiv szdmnak, mert

* negativ alap esetén a tortkitevds hatvany nem értelmezhetd.

* ha az alap O lenne, akkor a hatvanyérték barmilyen (0-tdl kiilonb6zd) kitevére 0, igy a ki-
tevékeresés nem egyértelmd.

* ha az alap 1 lenne, a hatvényérték a kitevs barmely értékére 1, igy sem egyértelmd a kite-
vGkeresés.

Ha a logaritmus alapja 10, akkor a jelolés: log;ox = Igx. Ha a logaritmus alapja e, akkor ter-
mészetes alapu logaritmusrdl beszéliink, igy a jelolés: log.x = Inx.

II. Logaritmus azonossagai

TETEL: Szorzat logaritmusa egyenld a tényezdk logaritmusanak dsszegével:
log,(x - y) =log,x + log,y, aholx, y>0,a>0,a#1.
BIZONYITAS: A logaritmus definicidja alapjén:

x=a'%%* &s y=alo%y illetve x-y=qlo8(xy)
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Nézziik az allitas bal oldalat:
log,(x-y)=log, (a2~ - a°2.¥) = log,, a'°8.**1°2.¥ = log , x +log,, v,

az azonos alapu hatvanyok szorzdsa és a logaritmus definicidja miatt.
Igy a bizonyitand¢ allitas igaz.[]

TETEL: Tort logaritmusa megegyezik a szamldl6 és a nevezd logaritmusanak kiilonbségével:

loga(ijzlogax—logay, aholx,y>0,a>0,a#1.
y

TETEL: Hatvany logaritmusa az alap logaritmusédnak és a kitevének a szorzata:
log,x* =k - log,x, ahol x>0,a>0,a# 1, k eR.

TETEL: Attérés mds alapu logaritmusra:

log,.b

log b=
08 lo

p ,ahola, b,c>0,a,c#1.

c
BIZONYITAS: A logaritmus definicija alapjan: b = alo8.?,
[rjuk fel: log,.b =log,a'e? =log, b-log,c,
a logaritmus definici6ja és a hatvany logaritmusa miatt.
Kaptuk: log.b =log,b - log.a /:log.a #0 a feltételek miatt.
log.b

—=<— . Ez a bizonyitand¢ allitas.[]
log.a

c

Igy: log, b=

I11. Exponencialis fiiggvény:

DEFINICIO: Az f: R — R, fix) = a* (a > 0) fiiggvényt exponencidlis fiiggvénynek nevezziik.
Az a =1 esetén az exponencidlis fiiggvény konstans: f{x) = 1" = 1.

Jellemzés:
A fiiggvény £ R =R, fix)=d", 2R >R, gx) =a",
0 <a< 1 esetben 1 < a esetben
abrazolasa: y y
y=a" y=a"
0<a<t a>1
1 1
\ —/
1 X 1 X
értelmezési tartomanya: valés szamok halmaza: R valés szamok halmaza: R
értékkészlete: pozitiv valés szdmok halmaza: pozitiv valds szdmok halmaza:
]R+ ]R+
monotonitasa: szigordan monoton csokken szigordian monoton nd
szélsoértéke: nincs nincs
gorbiilete: alulrél konvex alulrél konvex
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zérushelye:

nincs

nincs

LR >R, f(x) =log,x
fliggvény

paritasa: nincs: nem paros, nem paratlan nincs: nem paros, nem paratlan

korlitossag: alulrdl korlatos, alulrél korlatos,
feliilr6] nem korlatos feliilr6l nem korlatos

invertilhatdésag: invertalhatd: inverze az invertalhatd: inverze az

g LR SR, g7l (x) = log,x
fliggvény

Az exponencidlis fiiggvény folytonos, differencidlhatd, integralhatd.

IV. Logaritmusfiiggvény

DEFINICIO: Az f: R* — R, fix) =log,x, (a >0, a # 1) fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek nevezziik.

Jellemzés:
A fiiggvény £ R = R, fix) = log,x, 2:R = R, g(x) = log,x,
0 <a <1 esetben 1 < a esetben
abrazolasa:

y=log,x
O<a<A1

y=log,x
a>1

értelmezési tartomanya:

pozitiv valés szamok halmaza:

pozitiv valés szamok halmaza:

fARSR, ' )=a"(0<a<)
fliggvény

R* R*
értékkészlete: valés szdmok halmaza: R valés szdmok halmaza: R
monotonitasa: szigorian monoton csokken szigordan monoton nd
szélsoértéke: nincs nincs
gorbiilete: alulrél konvex alulrél konkav
zérushelye: x=1 x=1
paritasa: nincs: nem paros, nem pératlan nincs: nem paros, nem paratlan
korlatossag: nem korlatos nem korlétos
invertalhatésag: invertalhatd: inverze az invertalhatd: inverze az

ghR->R, g x)=a"(1 <a)
fliggvény

A logaritmusfiiggvény folytonos, differencialhat6, integralhat6.
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Kapcsolat az exponenciélis és a logaritmusfiiggvények kozott:

0<ax<l 1<a
X y /7
y=a y=x,
O<a<1 -
X
y=log,x
O<a<1
V. Alkalmazasok:
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2" =3 egyenlet megoldasa logaritmussal

matematikai miveletek visszavezetése egyszerlibb miveletek elvégzésére (szorzés helyett
0sszeadds, hatvanyozds helyett szorzas)

kamatos kamatszamitdsndl az alaptSke, az n-edik év végi téke, és a kamattényez§ ismereté-
ben az n meghatarozasa:

lgtn _lgto
lgq

n

t 1t t
t,=ty-q" = L=q" = lgt=1gq" = lglt=n-lgg = n=
Lo lo lo

2.2

szdmolds gépbe nem férd nagy szdmokkal, pl.:
X = 5350% = lgx=200-1g85-120-1g130 =132,21
x=1013221 =10132.10021 =1,6218-10'3?
graviticids erétérben a barometrikus magassdgformuldban a levegd stirlisége a magassaggal
exponencidlisan csokken
a Richter-skéla (foldrengések méretét hatdrozza meg) logaritmus alapt
pH érték: az oldatok szabad oxénium-ion koncentraciéjanak negativ 10-es alapd logaritmu-
sa: pH = —1g[H;0™"]
exponencidlis fiiggvény irja le: a radioaktiv izotopok bomlasit, az oldédds folyamatit,
a kondenzator feltolt6désének és kisiilésének folyamatat.



7. Egyenlet-megoldasi médszerek, masodfoku,
vagy masodfokiira visszavezetheto egyenletek,
gyokvesztés, hamis gyok

Vazlat:

L
IL.
III.
Iv.
V.
VL
VIL

Egyenlet, egyenlet gyokének fogalma
Egyenlet-megoldasi mdédszerek

Maisodfoku egyenletek, megoldasuk

Uj ismeretlennel masodfokiira vezetd egyenletek
Gyokvesztés

Hamis gyok

Alkalmazasok

Bevezetés:

Az 6kori Mezopotamiabdl Kr.e. 2000-bdl szdrmazé ékirasos tablakon taldlhaté jelek alapjan tud-
juk, hogy az akkori irdstud6k mar meg tudtak oldani egyenleteket és egyenletrendszereket. A leg-
régebbi {rdsos emléken, a Rhind-papiruszon lathatjuk a nyomait a gyakorlatbdl eredd algebrai is-
mereteknek.

Kidolgozas:

I. Egyenlet

DEFINICIO: Az egyenlet barmely két egyenlGségjellel 6sszekotott kifejezés. A kifejezésben sze-

repld véltozok az ismeretlenek.

Az egyenlet olyan valtoz6tdl fiiggd allitas (nyitott mondat), amelynek az alaphalmaza szam-

halmaz.

DEFINICIO: Az alaphalmaz az ismeretlenek azon értékeinek halmaza, ahol az egyenletet vizsgdl-

juk, ahol a megoldasokat keressiik.

DEFINICIO: Az egyenlet értelmezési tartomanya az alaphalmaznak az a legb&vebb részhalmaza,

DEFINICIO: Az egyenletet igazza tevs értékek az egyenlet megoldasai vagy gyokei.

ahol az egyenletben szerepl6 kifejezések értelmezhetSek.

DEFINICIO: Az alaphalmaz azon elemeinek halmaza, amelyekre az egyenlet igaz, vagyis az egyen-
let megoldésainak (vagy gyokeinek) halmaza az egyenlet megoldashalmaza (vagy igazsag-

halmaza).

DEFINICIO: Az azonossag olyan egyenlet, amelynek a megolddshalmaza megegyezik az egyenlet

értelmezési tartomdanyéval.
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I1. Egyenlet-megoldasi médszerek:

1.

Meérlegelv: az egyenlet két oldaldnak egyforma valtoztatdsanak médszere.

A mérlegelv szerint egy egyenlet gyokeinek halmaza nem valtozik, ha

* az egyenlet mindkét oldaldhoz ugyanazt a szdmot hozzaadjuk, vagy mindkét oldaldbdl
kivonjuk;

* az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z8 szammal szorozzuk, osztjuk.

. Grafikus megoldas: Az egyenlet két oldaldn 4ll6 kifejezést, mint fliggvényt abrazoljuk.

Ilyenkor a két grafikon k6z0s pontjainak abszcisszéi adjdk a megoldast.
Hatranya: pontatlan lehet a leolvasas.

N

. Szorzatta alakitas: Bonyolultnak tind vagy tdl ,,magasfokd” egyenlet megoldasakor ki-

emeléssel vagy megfelel6 csoportositds utdni kiemeléssel szorzatta alakitjuk az egyik oldalt
ugy, hogy a masik oldal O legyen. Egy szorzat akkor és csak akkor O, ha legalabb az egyik
tényezdje 0. Ezzel egyszer(ibb, vagy alacsonyabb foki egyenlethez jutunk. Pl.:

(x=2)x+dHx+(x-2)3x-2)=0 = (x-2)(x* +4x+3x—2)=0.

. Ertelmezési tartomany vizsgalata: Bizonyos esetekben az értelmezési tartomany egyetlen

szdm, vagy lires halmaz. Ha egy szam, akkor ellenérizziik, hogy valéban megoldas-e, ha iires
halmaz, akkor nincs megoldas.

e Vx—1-+l1-x=0 = D= {1} = ellenérzés = x =1 az egyetlen megoldas.
° Jx—l = 1
V1-x

= Dy={} = nincs megoldas.

. Ertékkészlet vizsgalata: Bonyolultnak tiin6 vagy tobb ismeretlent tartalmazé egyenlet meg-

olddsakor alkalmazhatjuk, ha az egyenlet tartalmaz pl. négyzetre emelést, négyzetgyokvo-
ndst, abszolut értéket, exponencidlis kifejezést, szinuszt, koszinuszt.

X=3|+(+4)?+22+4=0 = x=3, y=—4, z=-2.
o 2%=4=_1 de 2% %> 0#—1 = nincs megoldds
e Jx+1=-2,de Vx+120+#-2 = nincs megoldas

o Jsin2x—2sinx+1++/sin2x—4sinx+4=4 = |sinx—1|+|sinx—2|=4

sinx —1€[-2,0]= | sinx—1|=—sinx+1
NY—

negativ
sinx—2€[-3,~1]=|sinx -2 |=—sinx+2
—

negativ

:>—sinx+1—sinx+2=4:>sinx=—%

oz

6. Uj ismeretlen bevezetésével: Bonyolultnak tGné egyenlet megolddsét visszavezetjiik egy

mdr ismert egyenlettipus megoldéséra. Pl.:

tghx —Stg’x+4=0 = a:=tg’x = a’>-5a+4=0

II1. Masodfoku egyismeretlenes egyenlet

DEFINiCIO: Misodfokt egyismeretlenes egyenlet ax® + bx + ¢ = 0 alakra hozhatd, ahol a, b, c € R,
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a#0.

Megoldasa lehetséges a megolddképlettel, szorzattd alakitassal, teljes négyzetté alakitdssal,
Viete-formuléval.

PLx*>+3x=0 vagy x> +6x+9=0



—b+~b? —4ac

TETEL: Az ax*+bx+c=0 (a#0) egyenlet megolddképlete: Xjp=—",——, ahol
b* —4ac > 0.

BIZONYITAS:

ax*+ bx+ ¢=0 /-4a

4a°x* + 4abx + 4ac = 0
teljes négyzetté alakitdssal:
(Qax + b)> = b*+4ac=0 /+b*—4ac
(2ax + b)*> = b* — 4ac
Mivel a bal oldalon négyzetszdm van, ami nem lehet negativ, igy b*> — 4ac sem lehet az. (Ha

b? — 4ac < 0, akkor nincs megoldés). Ha b* — 4ac > 0, akkor vonjunk mindkét oldalbdl gyo-
kot, figyelve, hogy elkeriiljiik a gyokvesztést:

|2ax+b|=m
2ax+b=+/b? —4ac
2ax =—b+~/b? —4ac
_=bEVb? —dac
2a

X12

DEFINICIO: Az ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) masodfoku egyenlet diszkrimindnsa D = b” — 4ac.

—b £/b* —4ac
2a '
* Ha D =0, akkor az egyenletnek két egymadssal egyenl$ gyoke, vagyis 1 valédi gydke van:

* Ha D >0, akkor az egyenletnek két kiilonbozd valos gyoke van: x,, =

X = _b , ezt kétszeres gyoknek is nevezziik, mert x| = x,.
* Ha D <0, akkor az egyenletnek nincs valds gyoke.

TETEL: A méasodfoku egyenlet gyoktényezds alakja:
Ha egy ax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0) egyenlet megoldhatd (azaz D > 0) és két gyoke van x; és x»,

akkor az ax® + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x,) minden valés x-re igaz.

TETEL: Viete-formulak: masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatéi kozti osszefiiggések:
Az ax*>+bx+c=0 (a#0) alakban felirt (D>0) masodfoki egyenlet gyokeire:

X1+XZ=_2 és xl'X2=£.
a a

Grafikus megoldas: az x> ax’ + bx + ¢ (a #0) fiiggvény zérushelyei adjak a megoldast. (S6t
a > 0 esetre torekszem!)

2 2 2 _p2
x> ax? +bx+c :a(x2 +2x)+c=a{(x+£) —b—}+c:a(x+£) +M .
a 2a] 44> 2a 4a
c . b 4ac-b?
Olyan parabola a kép, amelynek tengelypontja T 5 aa )
a a
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IV. Speciilis egyenletek

Magasabb fokd, illetve bizonyos exponencidlis, logaritmikus, abszolut értékes, gyokos, trigonomet-
rikus egyenletek 4j ismeretlen bevezetésével masodfoku egyenletre vezethetSk vissza.

x0-5x3+4=0

22% —5.27 +4=0

g2 x—5lgx+4=0
(x=2)2-5|x-2|+4=0
x+1-5Jx+1+4=0

sinZx —Ssinx+4=0

Ezek az egyenletek mind az a® — 5a + 4 = 0 masodfoki egyenletre vezethetdk vissza.

V. Gyokvesztés

Gyokvesztés kovetkezhet be, ha a véltozot tartalmazé kifejezéssel osztjuk az egyenlet mindkét
oldalat, vagy olyan 4talakitast végziink, amely szikiti az értelmezési tartomdnyt.

PIL. hibas megoldas:
x34+2x24+x=0
U (X
X2 +2x+1=0

x=-1

PL. hibas megoldas:
lg(x+2)? =21g5 « D;=R-{-2}
2lg(x+2)=21g5 < Dy =]-2,
lg(x+2)=1g5
x+2=5

x=3

VI. Hamis gyok

helyes megoldais:
X +2x2+x=0
x(x2+2x+1)=0
x=0
vagy
2 +2x+1=0 x=-1
helyes megoldais:
lg(x+2)2 =21g5 « D;=R-{-2}
lg(x+2)> =1g25

(x+2)2=25
x+2=5 = x=3
vagy

x+2=-5 = x=-7

Hamis gyokot kapunk, ha az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik, vagy mindkét oldalt az
ismeretlent tartalmazé kifejezéssel szorozzuk, vagy olyan 4talakitast végziink, ami béviti az értel-

mezési tartomanyt.

PL V7-x=1-x /()*.

Eredeti feltétel: 7—x2>20 = x<7 = Dy= ], 7].

A gyoknyerés kikiiszobolhets kozbiilss feltétellel: 1 —x =20 = x<1 = Dy, = J=o°, 1].

T-x=(1-x?= x>-x-6=0 = x; =3EDfﬁj, Xy=-2 eDfﬁj

1 1 1

Pl 2x+—1=2+— [ —— = 2x=2 = x=1.

x— x—1 x—1

A gyoknyerés ekkor is kikiiszobolhetd, ha az eredeti egyenletre frunk Dy-et.

Akér a gyokvesztés, akar a hamis gyok elkeriilhetS, ha az egyenlet megoldédsa sordn mindig figye-
liink az értelmezési tartomany valtozasara, ha lehet, az értékkészletet is vizsgaljuk, mert igy sziki-

teni lehet az alaphalmazt.
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VII. Alkalmazasok:

* egyenes, kor, parabola adott abszcissz4ji vagy ordinatdji pontjanak meghatarozasa

* magasabb foku egyenletek megoldasa

* Pitagorasz-tétel

* koszinusztételbdl oldal kiszdmitdsa

* mély szakadék mélységének meghatarozdsa: egy ledobott k& dobasitdl a szakadék aljan
torténd koppands hangjanak meghallasaig eltelt id6 mérésével.
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8. Adatsokasagok jellemzoi. Nevezetes kozepek

Vazlat:

I. Adatsokasdgok jellemzdi (diagram, tablazat, osztilyokba sorolas)
II. Adatok jellemzése: kozépértékek (modusz, medidn, 4tlag), terjedelem, szorés
III. Nevezetes kozepek (szdmtani, mértani, harmonikus, négyzetes)
Kozepek kozti dsszefliggések
IV. Nevezetes kozepek alkalmazasa sz€lsGérték-feladatokban
* Osszeg dllanddsdga esetén szorzat maximalizaldsa
* szorzat dlland6sdga esetén 0sszeg maximalizaldsa
V. Alkalmazésok

Bevezetés:

A statisztika adatok gytjtésével, rendszerezésével, elemzésével foglalkozik. Statisztikai médszere-
ket haszndlnak a mindennapi életben példaul a gazdasag kiilonbdz6 mutatdinak, az idGjarasi ada-
toknak a jellemzésére. A statisztika haszndlata tobb mint ezer éves: népszdmlaldsok, nyilvantartasok.

Kidolgozas:

I. Adatsokasagok jellemzo6i

DEFINICIO: A statisztika feladatai kzé tartozik, hogy bizonyos egyedek meghatdrozott tulajdon-
sdgairdl tdjékozodjék. Az elemzéshez 6sszegydjtott adatok halmazat adatsokasagnak, min-
tdnak nevezziik.

Az adatokat megadhatjuk tablazatos formédban, vagy abrazolhatjuk diagramon.

A diagramok leggyakoribb tipusa az oszlopdiagram (ha az adatok egymadashoz valé viszo-
nyat vizsgaljuk) és a kordiagram (ha a rész adatoknak az egészhez vald viszonya érdekel).
Gyakori még a vonaldiagram, illetve savdiagram.

Nagy méretd (sok adatbdl all6) adatsokasdgot a jobb attekinthetGség érdekében gyakran osz-
talyokba soroljuk. Az egyes adatok elSforduldsdnak a szdma a gyakorisag, ezt hisztogramon
abrazoljuk. (Hisztogram: specidlis oszlopdiagram)

DEFINICIO: Az adatok sszehasonlithatGsdga miatt sokszor a gyakorisdgnak a teljes adatsokasag-
hoz viszonyitott ardnyaval, a relativ gyakorisaggal dolgozunk.

I1. Statisztikai mutatok

A kozépértékek

Az adatsokasdg egészét csak leegyszerisitéseket alkalmazva tudjuk jellemezni. Ezt a célt szolgaljak
a kozépértékek, amelyek egyetlen szdmmal {rnak le egy adathalmazt.

Ezek elénye, hogy megfelelGen alkalmazva jol jelenitik meg az egész adatsokasdg valamilyen tu-
lajdonsagéat, ugyanakkor hatranyuk, hogy nem nyujtanak képet az egyes adatokrol.

DEFINICIO: Egy adatsokasdgban a leggyakrabban elfordul6 adat a minta médusza.
A mddusz tobb elem is lehet, ha ugyanakkora a gyakorisdguk.
A médusz elénye, hogy konnyen meghatdrozhatd, hitranya, hogy csak akkor ad hasznélhat6
jellemzést a mintardl, ha a tobbi adathoz képest sokszor fordul eld.
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DEFINICIO: Az adatok Osszegének és az adatok szdmanak hdnyadosa a minta atlaga.
Az atlag fontos tulajdonsidga, hogy a ndla nagyobb adatoktdl vett eltéréseinek Osszege
egyenl§ a ndla kisebb adatoktol vett eltéréseinek Osszegével.
Hitrénya, hogy egyetlen, a tobbitdl jelentdsen eltéré adat eltorzithatja, igy ekkor mar nem jol
jellemzi a mintat.

DEFINICIO: Pératlan szdmi adat medianja a nagysag szerinti sorrendjiikben a kozEépsd adat, paros
szdmu adat medianja pedig a két k6zEépsé adat atlaga.
Fontos tulajdonsdga, hogy az adatoktél mért tdvolsdgainak sszege minimalis.
A medidn elénye, hogy valéban kozépérték, hiszen ugyanannyi adat nagyobb néla, mit
ahdny kisebb.

A szérodas jellemzoi

DEFINICIO: Az adatok legkisebb és legnagyobb elemének a kiilonbségét a minta terjedelmének
nevezziik.
Minél kisebb a minta terjedelme, anndl jobban jellemzi a mintat.

DEFINICIO: Az adatok dtlagtdl val6 eltérések négyzetének étlaga a minta szérasnégyzete, ennek

négyzetgyoke a minta szérasa: S =

A sz6rds megmutatja, hogy a minta adatai mennyire térnek el az atlagtél. Minél kisebb a sz6-
rds, anndl jobban jellemzi az 4tlag az adatsokasagot.

I11. Pozitiv szamok nevezetes kozepei

DEFINICIO: ay, ay, as, ..., a, nemnegativ szimok
szdmtani (aritmetikai) kdzepe:

A:al+az +a3 +...+an

n

mértani (geometriai) kdzepe:

Gz(l/al-az-a3-...-an

négyzetes (kvadratikus) kozepe:
21 212 2
Q=\/al +a3+a3+..+al
n

harmonikus kozepe:

H = 1 I rlz ] ,haay, ay, as, ..., a,>0.
et
a a a3 a

TETEL: Kozepek kozti osszefiiggés: HS G <A < Q.
EgyenlGség akkor és csak akkor, haay=a,=a3=... = a,.
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a+b

TETEL: Két nemnegativ valés szdm esetén va-b <

BIZONYITAS L: Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala nemnegativ, ezért a négyzetre emelés az
eredetivel ekvivalens allit4st fogalmaz meg. Teh4t

ab<a2+2ab+b2 /.4
a 4
4ab<a*+2ab+b> [-2ab
0<a*-2ab+b* /nevezetes szorzattd alakitjuk
0<(a-b)?

Az utolsé6 egyenlGtlenség igaz, igy az eredeti is az.
Az eredmény alapjan megéllapithatd, hogy a két kozép akkor és csak akkor lesz egymadssal

egyenld, ha a = b. Ekkor a=+ab =< ; b_ b.00

BIZONYITAS IL.: Legyen 0 < a < b.
Vegyiink fel egy a + b oldald négyzetet, és az oldalait osszuk fel az dbrdn lathaté médon!

a b
- a
o o
‘ ‘t ,
A I ,,,,,,,,,,,,
b a

A nagy négyzet teriilete egyenld a keletkezG részek teriiletének osszegével:
(a+Db)>=4t+ (b—a)?

A kis téglalap teriilete: ¢ = ab.

Mivel (b — a)* > 0, ezért ezt a tagot elhagyva az (a + b)* > 4t egyenlétlenséghez jutunk.
Behelyettesitve ¢ helyére: (a + b)? > 4ab.

Mivel a feltétel miatt mindkét oldal pozitiv, ezért gyokot vonhatunk: a+b >2ab .

Amibél “;b > Jab .1

BIZONYITAS IIL: Legyen a, b >0, 2r=a+ b.
Vegyiink fel egy r sugard kort, benne egy AB 4tmérét, a korvonalon egy A, B-t6l kiilonb6zd
C pontot.

A Thalész-tétel miatt ACB< = 90°.
ABC hiromszogre alkalmazva a magassagtételt: m =~/ab .
atb

De a korben m < r, azaz \Ja-b < .0
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IV. Nevezetes kozepek alkalmazasa szélsoérték-feladatokban:

1. Osszeg allandésiga esetén a szorzatot tudjuk maximalizalni.

PL.: Azon téglatestek koziil, amelyek éleinek 6sszege 60 cm, melyiknek a térfogata maximalis?
Legyenek a téglatest élei: a, b és c.

Ekkor a téglatest térfogata V = abc, az élek 0sszege: 4(a + b + ¢) = 60.

Ebb6la+ b +c=15.

A szamtani és mértani k6zép kozti egyenlStlenséget kihasznalva:

b b 3 15 3
a+3+623abc = (—a+3+c) >abc = (?) >abc = 53>abc = 1252V.

Mivel egyenldség csak a = b = ¢ esetén teljesiil, igy a térfogat az 5 cm éld kocka esetén maximadlis.

2. Szorzat allando6saga esetén az osszeget tudjuk minimalizalni.

Pl.: Azon téglalapok koziil, amelyeknek a teriilete 100 cm?®, melyiknek a keriilete a minimalis?
Legyenek a téglalap oldalai a és b.

Ekkor a téglalap teriilete t = ab = 100, keriilete k = 2(a + b), amib6l % =4 ; b .
A szédmtani és mértani koz€ép kozti egyenltlenséget kihasznalva:
Cboab = £2100 = X210 = k240,

Mivel egyenl8ség csak a = b esetén teljesiil, igy a keriilet a 10 cm oldald négyzet esetén minimalis.
PL: £ R* >R, f(x)=x+ 1 . Hatarozzuk meg az f{x) fiiggvény minimumat!
X

A szédmtani és mértani koz€ép kozti egyenlStlenséget kihasznalva:

X+ 1 1 1
— x> [yt o x+-221 © x+-22 & f(x)22.
2 X X X

Ekkor az f minimumadnak értéke f(x)=2, minimum helye: x = 1 1.
X

V. Alkalmazasok:

* Statisztika:

kozvélemény-kutatisok,

szavazasok,

gazdasigi mutatok,

— osztalyatlagok, hidnyzasi statisztikék,
— felvételi 4tlagpontok.

* Nevezetes kozepek:

szdmtani kozép: statisztikai 4tlag kiszdmitéasa,

mértani kozép: dtlagos novekedési ilitem kiszdmitdsa, magassagtétel, befogététel,
négyzetes kozép: statisztikai szords kiszamitésa,

harmonikus k6zép: atlagsebesség meghatarozasa.
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9. Szélsoérték-problémak megoldasa
fiiggvénytulajdonsagok alapjan

Vazlat:

I. Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomany, értékkészlet
II. Egyvaltozds fiiggvény felirasa
III. Egyvaltozos fiiggvény szEélsGérték-vizsgdlatanak tipusai:
— alapfiiggvények (mdsodfoku-, abszolutérték-, négyzetgyok-, szinusz-, koszinuszfiiggvény)
— értelmezési tartomany szikitése
— Osszetett fliggvény vizsgalata
IV. Alkalmazasok

Bevezetés:

Mar az 6kori gorog matematikusok is foglalkoztak azzal, hogy bizonyos feltételek teljesiilése ese-
tén egy mennyiségnek mikor van széls6értéke, pl. a kovetkezd ,,izoperimetrikus” problémadval:

A monda szerint a menekiilni kényszeriil6 Dido, Afrika partjaira vetddve, az uralkodo6tdl akkora
folddarabot kért, amekkorat egy marhabdrrel koriil tud keriteni. Az uralkod6 beleegyezett a kérés-
be. Az okos Dido nagyon vékony keskeny csikokra vigta szét a marhabdrt, a csikokat hosszi ko-
télnek csomodzta Ossze. Az elkeritett félddarabon alapitotta meg Karthdgd varosét, amelynek & lett
a kirdlyngje. A kérdés az volt, hogy milyen alakzatot kell formézni a kotéllel, hogy annak teriilete
az adott keriilet mellett a lehetd legnagyobb legyen.

A problémat csak a XIX. szdzadban oldottdk meg, akkor bizonyitottdk be, hogy ez az alakzat a kor.

Kidolgozas:
I. Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomany, értékkészlet

DEFINICIO: Legyen A és B két nem iires halmaz. Azt mondjuk, hogy megadunk egy A halmazon
értelmezett B-beli értéket felvevd fiiggvényt, ha A minden eleméhez hozzarendeljiik a B egy
és csakis egy elemét. Jele: f> A — B.

DEFINIiCIO: Ertelmezési tartomanynak nevezziik az A halmazt. Jele Dy.

DEFINICIO: Ertékkészlet a B halmaz azon elemeibdl 4llé halmaz, amelyek a hozzarendelésnél
fellépnek (vagyis az f(x) ért€kek). Jele az Ry

DEFINICIO: Ha ¢ € Dy, akkor a ¢ helyen felvett fiiggvényértéket f(c)-vel jeloljiik, ez a helyettesitési
érték vagy fiiggvényérték.

DEFINICIO: Ha az értelmezési tartomany és az értékkészlet is szamhalmaz, akkor a fiiggvényt gra-
fikonon tudjuk szemléltetni. A grafikon az (x; f(x)) pontok halmaza.

DEFINICIO: Az ffiiggvénynek az x, € Dy helyen helyi széls6értéke, azaz lokalis maximuma (illet-
ve minimuma) van, ha az xp-nak van olyan kornyezete, amelynek minden x € Dy pontjdban

Jx) < fixo) (illetve fix) = flxo))-

A sz€1s6érték abszolit széls6érték xy-ban, ha az értelmezési tartomany minden x pontjira
igaz, hogy fx) < f(xo) (illetve f{x) > fixo)).
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I1. Egyvaltozos fiiggvény felirasa

A széls6érték-feladat szovegének értelmezése utan felirjuk a véltozok kozti Osszefiiggéseket. Ha
tobb véltoz6 van, akkor az egyik segitségével kifejezziik a tobbit, és beirjuk abba a kifejezésbe,
amelynek szélséértékét vizsgaljuk. igy kapunk egy egyvaltozos fiiggvényt, amelynek a szélsGérté-
két kell meghatdrozni. Erre a fiiggvénytulajdonsdgok alapjan alapvetSen kétféle mddszer van:

1. Fiiggvénytranszformacio6 segitségével: ismert alapfiiggvénybdl transzforméacios 1épésekkel
elGallitjuk az 4ltalunk vizsgdlandé fiiggvényt, majd végigkovetjiik, hogyan véltozik az alap-
fliggvény szélséértéke a transzformacid sordn.

2. Derivalassal: Ha a vizsgdland¢ fiiggvény differencidlhatd, akkor a helyi szEélsGértéke azon

a helyen van, ahol a derivéltja 0, és a derivalt elGjelet is valt. Minimuma van, ha a derivalt
negativbdl pozitivba , maximuma van, ha a derivalt pozitivbdl negativba valt ezen a helyen.

PL: £ R = R, f(x) = 3x — x°. Hatdrozzuk meg, hol és milyen szélséértéke van a fiiggvény-
nek!

fx)=3-3x"
f(x)=0, ha 3-3x2=0.
=1
x==1

Jf(x)-nek helyi minimuma van, a minimum helye x = —1, minimum értéke f(—1) = -2,
Jf{x)-nek helyi maximuma van, a maximum helye x = 1, maximum értéke f(1) = 2.

II1. Egyvaltozos fiiggvény szélsdérték-vizsgalatanak tipusai
Alapfiiggvények vizsgalata
A mdsodfoku fiiggvény vizsgdlata:

1. médszer: Az f R = R, f{x) = ax® + bx + ¢ (a # 0) masodfoku fiiggvényt teljes négyzetté alakit-
juk, hogy tudjuk dbrazolni, igy f(x) = a(x — u)* + v alakot kapjuk. Tudjuk, hogy a masodfoki fiigg-
vény képe parabola, tengelypontja 7T(u; v), tehat szélséértékének helye x = u, értéke y = v. A szEIs6-
érték milyensége (abszolit minimum vagy maximum) a-tdl fligg: ha a > 0, akkor minimuma, ha
a < 0, akkor maximuma van.

ALLITAS: Az fR—>R, fixy=ax*+bx+c (a#0) mésodfokd fiiggvény szélséértéke a

2 _
T(—L; - M) pontban van, azaz szé€lsGértékének helye x= —L, értéke
2a 4a 2a

2 _
y= —%. A sz8Is6érték milyensége (abszolit minimum vagy maximum) a-tdl fiigg: ha
a

a > 0, akkor minimuma, ha a < 0, akkor maximuma van.

BIZONYITAS: Alakitsuk teljes négyzetté a fiiggvényt leir6 kifejezést:

2 2 2 2
f(x)=ax2+bx+c=a(x2+b7x)+c=a[(a+%) —4b7}+c=a(x+%) —b4—;ac
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2
>0 minden esetben.

Béarmely szam négyzete nemnegativ, tehat (x + ZA
a

2 2 2 2 _
Ha a>0, akkor a(x +£) >20=> a(x-i-i) _b"—dac > b 4ac, azaz
2a 2a 4a 4a
2 _ 2 _
flo)=z —%, azaz a fliggvénynek minimuma van, és a minimum értéke y = —%.
a a
2 2 2 2 _
Ha a<0, akkor a(x +£) <0=> a(x-i-i) _b"—dac < b 4ac, azaz
2a 2a 4a 4a
2 _ 2 _
fo)< —%, azaz a fliggvénynek maximuma van, és a maximum értéke y = —%.
a a
2 _
A sz€ls6érték helyének meghatdrozasa az f(x) = —% egyenlet megoldasabdl adédik:
a
2
b b? —4ac b? —4ac
+ — — =
a(x 2a) 4a 4a -
a(x-i-i)2 :0:>(x+£)2 =O:>X+£=O:>X=—£.D
2a 2a 2a 2a

2. médszer: Az f: R - R, fix) = ax* + bx + ¢ (a #0) masodfoku fliggvény zérushelyeit vizsgaljuk,
azaz megoldjuk az ax® + bx + ¢ = 0 egyenletet.

Ha két zérushely van (xy, x,), akkor a szélséérték helye x = M, ugyanis a parabola tengelye-

sen szimmetrikus alakzat, szélsGértéke a tengelypontjdban van. (Megjegyzés: a Viete-formulak
: . . oy s . X +x
miatt a masodfoku egyenlet gyokeire igaz, hogy x; +x, = —Q, ezért x = % = _ZL' )
a a

Ha egy zérushely van, akkor ez egyben a szE€lsGérték helye is x = —2£.
a

Ha nincs zérushelye a fiiggvénynek, akkor ezzel a mddszerrel nem tudjuk megallapitani, hogy hol
van szélsGértéke.

Mindhédrom esetben a széls6érték milyensége (abszolit minimum vagy maximum) a-tdl fiigg: ha
a > 0, akkor minimuma, ha a < 0, akkor maximuma van.

3. médszer: derivélassal. Az f: R — R, f(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0) masodfokd fiiggvény differenci-
alhatd, rdadasul tudjuk, hogy van szélsGértéke. A szEélsGérték milyensége (abszolit minimum vagy
maximum) a-tdl fiigg: ha a > 0, akkor minimuma, ha a < 0, akkor maximuma van. A szEélsGérték
helyét derivéldssal hatdrozzuk meg:

f(x) = ax® + bx + ¢ fiiggvény derivaltja f'(x) = 2ax + b, aminek a zérushelye egyben az eredeti fiigg-

vény szélsGértékhelye is: x = —ZL
a

TETEL: Az adott keriiletd téglalapok koziil a négyzet teriilete a legnagyobb.

BIZONYITAS: Legyen a téglalap keriilete K, oldalai a és b.
Ekkor K =2a+2b=b=2--a

A téglalap teriilete 7 =ab= a(% - a) = g -a—a*. Keressiik a teriilet maximumat, ami

egyenértékl a T(a) =§-a—a2 =—a?® +§-a fiiggvény maximuménak keresésével. A T(a)

fliggvénynek maximuma van, mert féegyiitthatdja negativ, a maximuméanak helyét derivalas-
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sal hatdrozzuk meg: T'(a)=-2a+ g =0=a=

. Tehat a=>b, azaz a

=X

K_K
474

téglalap négyzet. []

Az abszoliitérték-fiiggvény vizsgdlata:

Azf:R >R, fix)=a |x —u | + v (a #0) fiiggvény képe tengelyesen szimmetrikus ,,V-alak”, ami-
nek tengelypontja T(u; v), tehét széls6értékének helye x = u, értéke y = v. A sz€lsGérték milyensége
(abszolit minimum vagy maximum) a-t6l fiigg: ha a > 0, akkor minimuma, ha a < 0, akkor maxi-
muma van.

A négyzetgyokfiiggvény vizsgdlata:

ALLITAS: Az /'R > R, f(x)=avx—u+v (a#0) fiiggvény szélséértéke a K(u; v) pontban van,
azaz sz€lsGértékének helye x = u, értéke y = v. A széls6érték milyensége (abszolit minimum
vagy maximum) a-t6l fiigg: ha a > 0, akkor minimuma, ha a < 0, akkor maximuma van.

BIZONYITAS: Tudjuk, hogy +x—u >0, ha x > u feltétel teljesiil.
Ha a > 0, akkor a~/x—u =0, vagyis a~/x—u+v=>v, azaz f{x) > v, azaz a fiiggvénynek mi-
nimuma van és a minimum értéke y = v.
Ha a <0, akkor a+/x—u <0, vagyis avx—u+v<v, azaz f{x) <v, azaz a fliggvénynek ma-
ximuma van és a maximum értéke y = v.
A sz8ls6érték helyének meghatdrozésa az f(x) = v egyenlet megoldasabodl adédik:

aNx-u+tv=v=avx-u=0=>Jx-u=0=>x-u=0=>x=u.lJ
Megjegyzés: Az f: R = R, f(x)=avu—x+v=a/—(x—u)+v (a#0) fliggvény széls6érté-

ke a K(u; v) pontban van, azaz széls6értékének helye x = u, értéke y =v. A szElsGérték mi-
lyensége (abszolit minimum vagy maximum) a-tdl fiigg: ha a > 0, akkor minimuma, ha

a < 0, akkor maximuma van.

A szinuszfiiggvény vizsgdlata:

P

Az f: R - R, fix) = asin(bx + ¢) + d fliggvény szélsdértékeit az el6z6ktdl eltéren nem a szEélsGér-
ték helyének, hanem értékének meghatirozasival kezdjiik:
Az x — sinx fiiggvény korlatos: sinx € [-1; 1], azaz —1 < sinx < 1. Ebbdl —1 < sin(bx + ¢) < 1.
Ha a > 0, akkor
—a<asin(bx+c)<a
—a+d<asin(bx+c)+d<a+d
—a+d<fix)y<a+d

Tehat a fiiggvénynek van minimuma és maximuma is (mindkett§ abszolit), a minimum értéke
y =—a + d, a maximum értéke y = a + d. SzElsGértékhelyek megéllapitdsa:

minimumhely: maximumhely:
asin(lbx+c)+d=—-a+d asin(bx+c)+d=a+d
asin(bx+c)=-a asin(bx+c)=a
sin(bx +c¢)=-1 sin(bx+c¢)=1
bx+c=377r+k27r bx+o=2+kon
bx=37ﬂ—c+k27r bx=§—c+k2n’
3t ¢ 2r T _c 2r
==——+k==, ke Z. == —-—+4+k== keZ.
Yo b N S Yo p T S
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Ha a < 0, akkor
—a>asin(bx+c)=a
—a+d=2asin(bx+c)+d=>2a+d
—a+d=2fx)2a+d

Tehat a fiiggvénynek van minimuma és maximuma is (mindkett§ abszolit), a minimum értéke

P

y=a+d, a maximum értéke y =—a + d. A sz&€lsGérték helye hasonléan éllapithaté meg, mint az

a> 0 esetben, csak a sz€lsGérték milyensége valtozik:
3r_c, .21
=4 k==,
2b b b

minimumhely: x =n_<y kz—ﬂ, keZ.

i hely: x =
maximumhely: x T b

A koszinuszfiiggvény vizsgdlata:

oA

Az f: R - R, fix) =acos(bx + c¢) + d fiiggvényt eléallitjuk a szinuszfiiggvény transzformacidja-
ként: acos(bx+c¢)+d = asin(% +(bx + c)) +d= asin(bx t+c +%) +d.
Ennek vizsgélatat az el6bb ismertetett médon végezziik.

Az értelmezési tartomdny sziikitésének hatdsa:

Az értelmezési tartomdny szikitése megvaltoztathatja a sz€lsGérték helyét és értékét is, sGt azt is,

hogy helyi vagy abszolut szélséértéke van a fiiggvénynek.
PL.:

[ 105 0o 5 R, flx) = 3x —

A fiiggvénynek helyi minimuma van az x = 0 helyen, a minimum értéke y = 0, abszoltit maximuma
van az x = 1 helyen, a maximum értéke y = 2.

FRSR, flx)y=(x+2)>-3

A fiiggvénynek abszolit minimuma van az x = -2 helyen, a minimum értéke y = —3.

filmees B3] 5 R, flx) = (x +2)* =3

A fiiggvénynek abszolit minimuma van az x = =3 helyen, a minimum értéke y = —2.

[l Bl R, flx) = (x+2)* =3

A fiiggvénynek nincs szEélsGértéke.

[l =11 5 R, fl0) = (x +2)° =3

A fiiggvénynek abszoldt minimuma van az x = -2 helyen, a minimum értéke y = -3, helyi maxi-
muma van az x = —1 helyen, a maximum értéke y = -2.

=311 > R, fln) = (x +2)* -3

A fiiggvénynek helyi maximuma van az x = —3 helyen, a maximum értéke y = —2, abszolit maxi-
muma van az x = 1 helyen, a maximum értéke y = 6, abszollit minimuma van az x = -2, a minimum
értéke y = —3.

FI-2 0 >R, flx) =8 - 25— 4

A fiiggvény szigordan monoton nd, ezért az x = —2-ben abszollit minimuma van, a minimum értéke
y=-2.

fi=2 1]—>1R,f(x)=6~(%)x —4

A fiiggvény szigordan monoton csokken, ezért az x = =2 helyen abszolit maximuma van, a maxi-
mum értéke y = 50 és az x = 1 helyen abszolit minimuma van, a minimum értéke y = —2.
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f:]—2;1]—>]R,f(x)=6.(%)x—4

A fiiggvény szigorian monoton csokken, ezért az x = 1 helyen abszolit minimuma van, a minimum
értéke y = 2.

Osszetett fiiggvény vizsgdlata:

PL: 'R - R, flx) = 3! ~sinx

Az x> sinx fiiggvény abszolit minimum értéke y =—1, helye x = 37” + k2w, abszolit maximum

értéke y = 1, helye x =§+ k2m ke Z.
Tehat:
—1<sinx<1
1> —sinx>-1
221-sinx=>0

Mivel az x — 3* exponencidlis fiiggvény szigordan monoton nd, ezért
32> 3! s> 30
92flx)=1.
Tehét a 3' S fiiggvénynek van
* abszoldt maximuma, értéke y =9, helye pedig ott van, ahol a sinx =—1, azaz az x = 37” + k21
helyen,
* abszoldt minimuma is, értéke y = 0, helye ott van, ahol a sinx = 1 volt, azaz az x = % + k21
helyen, k € Z.
PL:f R >R, fx) = ||x] =3

A fiiggvénynek abszolit minimuma van az x = -3 és az x = 3 helyeken, a minimum értéke y = 0,
helyi maximuma van az x = 0 helyen és a maximum értéke y = 3.

IV. Alkalmazasok:

* Gazdasagi problémdk megoldésa:
— Ha egy 4ru iranti kereslet fiigg a termék aratol, akkor milyen 4r esetén érhetS el maximalis
Osszbevétel?
— Ha egy termék eldallitdsi koltsége fiigg a termék reklamozdasara forditott Osszegtdl, akkor
mekkora reklamkoltség esetén érhetd el egy termék minimaélis eldéllitasi koltsége?

* Matematikai probléméak megoldésa:
— Adott térfogati folyadéknak milyen méretekkel rendelkez6 hengeres dobozt tervezziink,
hogy a felhaszndlt csomagol6anyag mennyiség minimdlis legyen?
— Adott sugard gombbe irt hengerek koziil melyiknek a térfogata maximalis?
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10. Szamsorozatok és tulajdonsagaik (korlatossag,
monotonitas, konvergencia). Nevezetes szamsorozatok

Vazlat:

I. Szdmsorozat definicidja, megoldasi modjai
II. Tulajdonsdgai: monotonitas, korlatossag, konvergencia; kapcsolatuk
III. Nevezetes szamsorozatok: szamtani sorozat, mértani sorozat, mértani sor (alkalmazasok:
kamatos kamat, gy(jtéjaradék, torlesztSjaradék)
IV. Alkalmazasok

Bevezetés:

Szamsorozatokkal mar az 6kori gérogok is foglakoztak. Ismerték a szamtani sorozat 6sszegzésének
a médjat, az elsd n négyzetszam Osszegének a kiszdmitasat. A sorozatok vizsgdlata vezetett el ké-
s6bb a differencidl- és integralszamitashoz.

Kidolgozas:

I. Szamsorozat

DEFINICIO: A szamsorozat olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya a pozitiv egész
szdmok halmaza, értékkészlete pedig valamilyen szdmhalmaz.
Az ay, ay, ..., a, tagokbdl 4ll6 sorozatot {a,}-nel vagy (a,)-nel jeloljik. A sorozat n-edik
tagja: a,.

Sorozatok megadasa torténhet:

* Fiiggvényszerden: f: N* > R, x— X2, tagjai 1,4, 9, 16, ...

* Az n-edik altalanos tagot el§allit6 formulaval: a, =3 - 2".

* Az elemeit egyértelmtien meghataroz6 utasitassal: {a,} = {2" utols6 szdmjegye}.

* A sorozat tagjaival: 3, 6,9, 12, 15, 18, ...

e Rekurziv médon: megadjuk a sorozat elsé néhany tagjat, valamint a képzési szabdlyt,
amellyel a sorozat kovetkez§ tagjai a megel6z6kb6l megkaphatok.
Pl.: Fibonacci sorozat: ay=1,a,=1,a,=a,_1+a,_,, han=3. Atagok: 1,1, 2, 3,5, 8,
13,21....

II. Sorozatok tulajdonsagai:

DEFINICIO: Az {a,} sorozat szigoriian monoton nové (csokkend), ha minden pozitiv egész n-re
teljesiil: a, < a, .1 (@,>a, ;1)
Ha nem a szigord monotonitést, csak a monotonitdst kérjiik, akkor megengedett az egyenld-
ség is.

DEFINICIO: Egy {a,} sorozatnak K felsG (k als6) korldtja, ha a, < K (k < a,) minden pozitiv egész

n-re teljesiil. Ilyenkor a sorozatot feliilr6l (alulrél) korlatosnak nevezziik. Egy sorozat kor-
latos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.
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DEFINICIO: Az {a,} sorozat konvergens és hatarértéke az A szim, ha minden pozitiv € szimhoz
létezik olyan N pozitiv egész, hogy a sorozat ay utdni tagjai mind az A szdm € sugard kor-
nyezetébe esnek, vagyis minden pozitiv € szdmhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy min-

den n > N esetén |an —-A | < & Jelolése: lim a, =A, vagy a, = A.
n—soo

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy barmilyen kis pozitiv &ra a sorozatnak csak véges sok
tagja esik az JA — €, A + ¢ intervallumon kiviilre.

DEFINICIO: Az olyan sorozatokat, amelyeknek nincs hatdrértéke, divergens sorozatoknak nevez-
ziik.

TETEL: A konvergens sorozatok tulajdonsagai:
— Konvergens sorozatnak csak egy hatdrértéke van.
— Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.
— Ha egy sorozat monoton €s korlatos, akkor konvergens.

— Haminden n eIN*-raa, <b,<c,ésa, — A, ¢, = A, akkor b,, — A. Ez a rendér-elv.
— Ha {a,} és {b,} konvergens és a, — A, b, — B, akkor
*a,xb,—>AxB
*a,-b,—>A-B
e c-a,—>c-A,aholceR
e Y A aholb,#0,B#0
b B

n

II1. Nevezetes szamsorozatok

DEFINICIO: Azt a szdmsorozatot, amelyben a masodik tagt6l kezdve barmely tag és a kozvetleniil
elétte 4ll6 tag kiilonbsége allando, szamtani sorozatnak nevezziik. Ez a kiilonbség a diffe-
rencia, jele d.

Ha egy szdmtani szorzatnal

* d> 0, akkor a sorozat szigordian monoton novd, és alulrdl korlatos.
¢ d =0, akkor a sorozat konstans.

* d <0, akkor a sorozat szigordan monoton csokkend, és feliilrdl korlatos.
TETEL: Ha egy szamtani sorozat elsG tagja a;, differencidja d, akkor n-edik tagja a, = a; + (n — 1)d.

BIZONYITAS: teljes indukcidval.
Definicié szerint a, —a; =d < a, =a; +d.
Tegyiik fel, hogy a k-adik elemre igaz az allitas, azaz a; = a; + (k — 1)d.
Bizonyitani kell, hogy a (k + 1)-edik elemre 6roklédik, azaz aj,i=a;+ ((k+1)—1)d=
=a; + kd.
A definici6 szerint a1 —ay=d & ar,1=ar+d=a;+k—-1)d+d=a;+kd. fgy bebi-
zonyftottuk az 6roklddést, tehat igaz az allitas. |

TETEL: A szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege (S,) az els6 és az n-edik tag szamtani koze-
ata, .

pének n-szeresével egyenld: S, = >

BIZONYITAS: az dsszeget felirjuk az 1., aztdn az n-edik tagt6l kiindulva:

S,=aj+ar+az+..+a,_,+a,_+a,
S,=a,+a,_1+a,_r+..+az3+a,+a;
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S,=ay+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + ... + (a1 + (n—3)d) + (a; + (n —2)d) + (a; + (n — 1)d)
S,=a,+(a,—d)+(a,-2d)+ ...+ (a,— (n—3)d) + (a,,— (n—2)d) + (a,— (n — 1)d)
Osszeadva: 28, =(a, +a,)+(a +a,)+...+(a; +a,).

n

28, =(a +a,)n

a+a
S, = T” ‘n
Ezzel a tételt bizonyitottuk.[
, .. . 2a;+(n-1)d
TETEL: S, masik alakja: S, = %-n )
TETEL: TetszGleges elem a t8le szimmetrikusan elhelyezked6knek a szdmtani kozepe:
— Ak + Aptk

Szdmtani sorozat konvergencidja: Csak d = 0 esetén konvergens a szdmtani sorozat.

DEFINICIO: Azt a szamsorozatot, amelyben a mdsodik tagtél kezdve barmely tag és a kozvetleniil
el6tte 4ll6 tag hanyadosa allandé, mértani sorozatnak nevezziik. Ez a hanyados a kvéciens,
jele g.
A definici6 kizarja, hogy a sorozat barmely eleme 0 legyen, tovdbba a hanyados sem lehet 0.

TETEL: Ha egy mértani sorozat elsé tagja a,, hanyadosa g, akkor n-edik tagja a, =a; - ¢" .

BIZONYITAS: teljes indukcidval a szamtani sorozat n-edik tagjdhoz hasonléan.

TETEL: A mértani sorozat elsé n tagjanak osszege:
* hag=1,akkor S,=n-a;

q"—1

qg-1"

* hag#1,akkor S, =a -

BIZONYITAS:

n
—_——

* ha g =1, akkor a sorozat minden tagja a;, igy S, =q,+a;+...+a,=n-q,.
* ha g # 1, akkor az Osszeget irjuk fel a;-gyel, és g-val:
Sp=ay+aig+ag*+...+a1q" "> +a;q" .
Szorozzuk meg mindkét oldalt g-val:
Sg=ag+aig®+aiqg>+ ... +ad" "' +aq".
Vonjuk ki a két egyenletet egyméasbdl:
Sng — Sn=a1q9" — ay.
Sulg =1 =ai(q" = D).

Osszuk mindkét oldalt (¢ — 1) # O-val:
q"~1
qg—1

Sn=a1-

’

igy allitdsunkat belattuk.[]
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TETEL: Barmely elem négyzete egyenl§ a tSle szimmetrikusan elhelyezkedd tagok szorzatdval:

2
ay =0y "Aptg -

TETEL: Pozitiv tagd sorozatnél barmely elem a t6le szimmetrikusan elhelyezkedd elemek mértani

kozepe: a, =./a,_; - a,, -

Meértani sorozat konvergencidja:
* a,—>a;hag=1.
e a,—0,ha|q| <1.
* {a,} divergens, ha g = —1, vagy |q| > 1.

DEFINICIO: Legyen adott egy {a,} szdmsorozat. Az aj+ar+az+..+a,_r+a,_1+a,+..
végtelen sok tagu Osszeget végtelen sornak (vagy roviden sornak) nevezziik.

DEFINICIO: Ha az a; + a, + a3 + ... + a,_» + a,,_1 + a, + ... végtelen sorban az ay, ay, as, ..., a, _»,
a, _ 1, a,, ... tagok egy mértani sorozat tagjai, akkor a sort mértani sornak nevezzik.

Felmeriil a kérdés, hogy mit értsiink végtelen sok szdm Osszegén, hiszen a véges sok szam
esetén megszokott médszerek nem alkalmazhatok.

DEFINICIO: A sor dsszegén az

Sl=a1
Sl=a1+a2

S,=a1+ay+az+...+aq,

ugynevezett részletosszegek sorozatdnak hatarértékét értjiilk, amennyiben ez a hatarérték 1é-
tezik. Tehdt a sor Osszegét egy olyan sorozat hatarértékével definidljuk, amely sorozat elsd
tagja a;, n-edik tagja az eredeti sorozat elsd n tagjanak dsszege.

. . . . . P a
TETEL: Ha egy mértani sorban | q | < 1, akkor a mértani sor konvergens, €s 0sszege S = 1—1, ha
—-q
|q | > 1, akkor nem konvergens.

IV. Alkalmazasok:
* Kamatoskamat-szdmitds: ha egy a dsszeg p%-kal kamatozik évente, akkor az n-edik év vé-
n
c . p
=a-|1+——| .
gére az Osszeg a, =a ( 100)

Ha ¢ =1+% kamattényezd, akkor a, =a - ¢". Ez olyan mértani sorozat n-edik eleme,

amelynek elsd eleme ag, hdnyadosa q.

* Gyijtdjdradék: minden év elején egy a Osszeget teszilink a bankba, és ez p%-kal kamatozik
évente Ugy, hogy a kovetkezd év elején a megnovekedett dsszeghez tessziik hozzd az djab-
bat. Ekkor az n-edik év végén a rendelkezésre allé Osszeg egy olyan mértani sorozat elsd n
elemének 0sszege, ahol a; = aq.

qﬂ_l
g-1"

Ha g=1 +% kamattényezd, akkor S, =agq-
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Torlesztdjdradék: felvesziink n évre S, nagysagu hitelt évi p%-os kamatra, és minden évben
q"—1

q-1"
Analizis: fiiggvény hatarértékénél, folytonossagnal

a Osszeget torlesztiink. Ekkor S, -¢" =a-

n
a, = (1 +l) hatarértéke e, ami a természetes alapu logaritmus alapszdma.
n

2

Irraciondlis kitev§j hatvany fogalma sorozat hatarértékével.
Végtelen szakaszos tizedes tortek kozonséges tort alakra hozdsakor a konvergens mértani sor
tulajdonséagait hasznaljuk.



11. A fiiggvények vizsgalata elemi titon
és a differencialszamitas felhasznalasaval

Vazlat:

I. Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomany, értékkészlet
II. Fliggvényvizsgélat szempontjai: Dy, z€rushely, monotonités, sz€ls6ért€k, gorbiilet, inflexio,
paritds, periodikussdg, folytonossag, Ry, korldtossag
III. Vizsgélat elemi tton
IV. Differencidlszamitas

V. Vizsgélat differenciaszamitdssal
VI. Alkalmazasok

Bevezetés:

A XVII. szdzadban Descartes foglalkozott eldszor a fliggvényekkel: bevezette a véltozé fogalmat,
a fiiggvényt megfeleltetésnek tekintette. Ezutdn elkezdték vizsgdlni a matematikusok a fliggvény-
gorbék és azok érintdinek kapcsolatdt. Az érintSket vizsgélva eljutottak a differencidlhdnyados
fogalméhoz, médszert dolgoztak ki a fiiggvények menetének vizsgalatira, sz€lsGértékeinek megalla-
pitasdra.

Kidolgozas:

I. Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomany, értékkészlet

DEFINICIO: Legyen A és B két nem iires halmaz. Azt mondjuk, hogy megadunk egy A halmazon
értelmezett B-beli értéket felvevd fiiggvényt, ha A minden eleméhez hozzarendeljiik a B egy
és csakis egy elemét. Jele: f: A — B.

DEFINICIO: Ertelmezési tartomanynak nevezziik az A halmazt. Jele Dy.

DEFINIiCIO: Ertékkészlet a B halmaz azon elemeibdl 4llé halmaz, amelyek a hozzdrendelésnél
fellépnek (vagyis az f{x) értékek). Jele az Ry

DEFINICIO: Ha ¢ € Dy, akkor a c helyen felvett fiiggvényértéket f(c)-vel jeldljiik, ez a helyettesitési
vagy fiiggvényérték.

DEFINICIO: Ha az értelmezési tartomany és az értékkészlet is szamhalmaz, akkor a fiiggvényt gra-
fikonon tudjuk szemléltetni. A grafikon az (x; f{x)) pontok halmaza.

II. Fiiggvénytulajdonsagok:

DEFINICIO: zérushely: Az értelmezési tartomédny azon xq eleme, ahol a fiiggvény értéke O.

Sflxg) = 0.

DEFINICIO: monotonitis: az f fiiggvény az értelmezési tartomdnydnak egy intervallumdban mo-
noton nd (illetve csokken), ha az intervallum minden olyan x;, x, helyén, amelyre x| < x»,
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akkor f(x;) < fix,) (illetve f(x;) = f(x,)) teljesiil. Ha az egyenléStlenségben az egyenl&ség nincs
megengedve, akkor szigord monotonitasrol beszEliink.

s

DEFINICIO: széls6érték: Az f fiiggvénynek az xo € Dy helyen lokalis maximuma (illetve mini-
muma) van, ha az xg-nak van olyan kornyezete, amelynek minden x €Dy pontjdban

J(x) = flxo) (illetve fix) 2 fixo)).

A sz@€ls6érték abszolit szélsoérték xg-ban, ha az értelmezési tartomany minden x pontjara
igaz, hogy f(x) < f(xo) (illetve f(x) 2 f(xo)).

DEFINICIO: gorbiilet: A fiiggvényt egy intervallumban konvexnek nevezziik, ha az intervallum
x| +x2)< SO+ f(x)

2 h 2

Ha az egyenl&tlenség forditott irdnyu, akkor a fiiggvény konkav az adott intervallumon.

Szemléletesen a konvex (illetve konkdv) gorbékre jellemz3, hogy a gorbe barmely két pont-
jat osszekotd szakasz a gorbe felett (illetve alatt) halad.

barmely két x1, x, pontjara teljesiil az f ( egyenlGtlenség.

yh
fx1) +flxa)

(x|
2

DEFINICIO: inflexié: A fiiggvénygorbének azt a pontjét, ahol a girbe konvexbdl konkdvba, vagy
konkavbél konvexbe megy 4t, inflexidés pontnak nevezziik.

DEFINICIO: paritas: Az f fiiggvény paros (illetve paratlan), ha értelmezési tartomanydnak min-
den x elemére —x is eleme az értelmezési tartomdnynak, tovabbd az értelmezési tartomany
minden x elemére f{x) = f(—x) (illetve —f(x) = f(—x)).

A péros fiiggvénynek a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre. (pl. x>, | x

’

COSX).

A piratlan fiiggvények grafikonja kozéppontosan szimmetrikus az origéra. (pl. x> *+1, 1 ,
X

sinx, tgx).

DEFINICIO: periodikussag: Az f fiiggvény periodikus, ha 1étezik olyan p # 0 valés szdm, hogy
a fliggvény értelmezési tartomanydnak minden x elemére x + p is eleme az értelmezési tarto-
manynak, tovdbba az értelmezési tartomany minden x elemére f(x + p) = f(x), ahol p a fligg-
vény periddusa (pl. trigonometrikus fliggvények, tortrész fiiggvény).

DEFINICIO: folytonossag: Az f fiiggvény az értelmezési tartomanynak egy xo pontjdban folytonos,
ha létezik az xy pontban hatdrértéke és az megegyezik a helyettesitési értékkel, vagyis

J(xo)= lim f(x).
X=X,
Az f fiiggvény egy nyilt intervallumban folytonos, ha az intervallum minden pontjdban

folytonos (pl.: folytonos: x", log,x, a*, sinx, cosx; nem folytonos: egészrész, 1 , tgx, ctgx.
X

DEFINICIO: korlatossag: Az f fiiggvény feliilrSl (illetve alulrdl) korldtos az értelmezési tartoma-
nyédnak egy intervallumaban, ha létezik olyan K szdm, hogy az intervallum minden x pontja-
ban f{x) < K (illetve f{x) = K).
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III. Vizsgalat elemi titon

7 2

Elemi tulajdonsagok: Ry, z€rushely, monotonités, sz€lséérték, gorbiilet, inflexio, paritas, periodi-
kussag, korlatossag.

Elemi vizsgalatnal altalaban Ry, z€rushely, monotonitds, sz€Is6€rték, paritds, periodikussdg szerint
vizsgédlodunk. A gorbiilet és az inflexi6 vizsgalata nehézkes.

A vizsgdlat médja monotonitds, szElséérték, gorbiilet, inflexioé esetében lényegesen kiilonbozik az
elemi uton vald, illetve a differencidlszamitas segitségével torténd elemzéskor.

Elemi uton a fiiggvénytulajdonsagok megallapitasanak lehetdségei:

1. A vizsgélt fiiggvény transzformacidkkal elGéllithaté egy olyan alapfiiggvénybdl, melynek
tulajdonsédgai a fliggvény definici6ja alapjan konnyen megéllapithatok. Ekkor csak a transz-
formécidk médositd hatdsait kell figyelembe venni, s a transzformdlt fiiggvény tulajdonsagai
madris meghatdrozhatdak.

PL: x> 3(x — 2)? — 6 tulajdonsagai levezethetSek az x — x? fiiggvény tulajdonsagaibol.

PL: x> -2 sin(x + %) +4 tulajdonsagai kovetkeznek az x — sinx fiiggvény tulajdonsagaibol.

2. Mas fiiggvényeknél minden szempont szerint egyedi, a definiciét kdzvetleniil haszndlé mé-
don kell vizsgal6dni.

Pl: £ R* > R, f(x)=x++.
X
Széls6értéket a szamtani és mértani kozép kozti Osszefiiggéssel tudunk megdallapitani:

fl)= x+12 2 /xl =2 = f(x)=2. Tehét a fiiggvény legkisebb értéke, azaz minimu-
X X

ma y =2. Egyenl&ség x -1 esetén van, azaz x> =1 = x=1 (x eR"). Tehit a minimum
X

helye x = 1.
Monotonitas: legyen x;, x, € R*, x; < x,. (Ez a vizsgélat elég bonyolult, differencidlszami-
tassal joval egyszeriibb).

f(XZ)_f(xl):(xz ‘*‘%)‘[xl—ij:xz—x1+i—i=x2—xl+x1_x2 =

1
X1%2

1- >0, ha x1x; > 1. Ez akkor teljesiil, ha x, >x; > 1. = x> 1 esetén a fiiggvény szi-

gordan monoton nd,

1— 1
X1%2

<0, ha x1x; < 1. Ez akkor teljesiil, ha 1 >x;, >x;>0. = 0<x<1 esetén a fligg-

vény szigorian monoton csokken.

IV. Differencialszamitas:

DEFINICIO: Legyen fegy ]a, b[ intervallumon értelmezett fiiggvény és x az értelmezési tartomany

egy pontja. Ekkor a g(x) =M fliggvényt az f fiiggvény x, ponthoz tartozé kii-
X=X

16nbségi hanyados (differenciahanyados) fiiggvénynek nevezziik.
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DEFINICIO: Az f fiiggvény x, ponthoz tartozé kiilonbségi hdnyadosédnak az x; helyen vett hatdrér-
tékét (ha ez a hatarérték 1étezik és véges) az f fiiggvény x, pontbeli differencidlhanyadosa-
nak vagy derivéltjanak nevezziik.

Jel: f/(x)= lim M.

X=X X=Xy

DEFINICIO: Ha egy fiiggvénynek egy pontban van derivéltja, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény
ebben a pontban differencialhaté (derivalhato).
A differenciahdnyados egy 4brdzolhaté fliggvény esetében a fliggvény grafikonjanak
(xg, flxg)) pontjdhoz huizott érintd meredeksége.
PL:f R = R, fix) =x>—4x +5.
Differenciahanyados xy = 1 pontban:

(x2—4x+5-(12-4-1+5) _x2-4x+3 _ (x=3)(x-1)

=x-3.,h 1.
x—1 x—1 x—1 *=3,hax#

gx)=

g nincs értelmezve az x = 1 helyen, de lim (x —3)=-2 létezik és véges = f’(x) = —2. Tehit
x—1

e 2

a parabola érintjének meredeksége x = 1 helyen —2.
Differenciahdnyados x(-ban:

:(x2—4x+5)—(x§—4x0 +35) :xz—x§—4x+4x0 _
X=Xy X=Xy

g(x)

ha x # xg
_ (x+x9)(x —x) —4(x = xp) _ (x=x9)(x+x9—4) _

x+xO_4
X_XO X_XO

f(xp) = lim (x + xg — 4) = 2xg — 4 = tetszGleges x pontban: f'(x) = 2x — 4.

X=X,

DEFINICIO: Ha f fiiggvénynél az értelmezési tartomany minden olyan pontjdhoz, ahol f differenci-
dlhat6 hozzarendeljiik a differenciahdnyados értékét, akkor az f fiiggvény differenciahanya-
dos (derivalt) fiiggvényét kapjuk.

TETEL: Derivalasi szabalyok (f és g fiiggvények derivalhatéak az x helyen, és derivaltjuk itt /(x),
illetve g'(x)):
I. fix)=c, c=édlland6 = f(x)=0
. (c-f) =c-f(x),ceR
- () £ g(0) =f1x) £ g(x)
- (f0) - g() =f"x) - () + fx) - g'(x)
. (f(x))' _ S (0= f(0)-g'(x)
8(x) g2 (x)
- (fg@)) =f1g() - g'x)

W A~ W

@)}

58



TETEL: Elemi fiiggvények derivaltjai:
. @ =n-x""! hax>0,neN*
2. (@) =a*-Ina,haa>0,a#]1.
(&Y = ¢,

. (logax)’z;,haa>0,a¢1,x>0.
x-Ina

98]

(nxy=L hax>o0.
X

. (sinx)’ = cosx.
. (cosx)’ = sinx.

N

A\

TETEL: (XY =n-x"~! hax>0,n eN*.
BIZONYITAS: teljes indukcidval

n = l-re igaz: f{x) = x' esetében

bal oldal: f/(x,)= lim 2S00 _ iy X780 _ iy g iy =1

X=X, X — Xy x—xy X =X x—x, = igaZ .
jobboldal: 1-x'"1=1-x%=1-1

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz: (XX =k - x* 1.
Bizonyitjuk az 6roklédést: (x** 1) = (k + 1) - x*.
Bal oldal:
(xfHy = (xexhy = xxF xRy =1-xk4xkexk T =xk +kexk =(k+1)-xK

hatvanyozas szorzat
azonossaga deriviltja

Ez pedig pontosan a jobb oldal, ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

V. Vizsgalat differenciaszamitassal

TETEL: Az f fiiggvény az la, b[ intervallum minden pontjdban differencidlhat6. Ha az intervallum
minden x pontjdban
* f(x) >0, akkor f az ]a; b[-n szigorian monoton ng.
* f(x) <0, akkor f az ]a; b[-n szigortian monoton csokken.
e f(x) 2 0, akkor f az ]a; b[-n monoton nd.
* f(x) £0, akkor f az ]a; b[-n monoton csokken.

TETEL: Legyen az f fiiggvény az ]a, b[ minden pontjdban differencidlhat6. Ha az intervallum egy
Xo pontjdban a derivéltja 0 és ott a derivalt fiiggvény elGjelet valt, akkor xy-ban az f fiigg-
vénynek lokdlis szEélsGértéke van. Ha negativbdl pozitivba viélt a derivaltfiiggvény elGjele (az
f szigordan monoton csokkenébdl valt szigordan monoton névére), akkor lokalis maximu-
ma, ha pozitivbol negativba valt, akkor lokalis minimuma van.

TETEL: Legyen az f fiiggvény egy [a, b]-n derivélhaté és legyen az f” fiiggvény is derivdlhat6
[a, b]-n. Ha az [a, b] minden pontjdban f”(x) >0, akkor f az [a, b]-n konvex, ha f"(x) <0,
akkor konkav.

TETEL: Legyen az f fiiggvény egy [a, b]-n derivélhat6 és legyen az f’ fiiggvény is derivdlhaté
[a, b]-n. Ha az intervallum egy x, pontjdban f”(x) = 0 és itt az f” fiiggvény elGjelet vilt, ak-
kor x pontban az f fiiggvénynek inflexiés pontja van.
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PL: fR* > R, fix)=x> - 3x = f(x)=3x*-3 = f"(x) =6x.
f(x) elGjele:

f'(x) zérushelye: x = +1

lokalis maximum hely: x =—1

lokélis minimum hely: x = +1

f7(x) elGjele:
f"(x) zérushelye: x =0
Inflexiés pont: x =0

konkav konvex

V1. Alkalmazasok:

o Szélséérték-feladatok megoldasa

» Gazdasagi folyamatok elemzése

« Erints egyenletének felirdsa: y = f(xo) - (x — xo) + flxo)

* Fizikdban 1t-id§, sebesség-id6, gyorsulds-idé fiiggvények kozti kapcsolat.
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12. A hasonlésag és alkalmazasai haromszogekre
vonatkozo tételek bizonyitasaban

Vazlat:

I. Parhuzamos szel6k és szelGszakaszok

II. Kozéppontos hasonldsig
III. Hasonldsdgi transzformécio
IV. Alakzatok hasonlésiaga (haromszdgek, sokszogek)

V. Hasonl¢6 sikidomok keriilete, teriilete, hasonl6 testek felszine, térfogata
VI. Hasonldsdg alkalmazasa haromszogekre vonatkozé tételekben
kozépvonalra vonatkozo tétel
— sulyvonalakra vonatkozd tétel
— szogfelezotétel
magasségtétel
befogotétel
VII. Alkalmazdsok

Bevezetés:

A mai Irdn teriiletén taldlhaté Sziza kornyéki dsatdsok sordn olyan agyagcserepek keriiltek eld,
amelyek alapjan feltételezhetS, hogy kb. 4000 évvel ezel6tt a babiloniaiak mar alkalmaztdk a ha-
sonldsdg fogalmat.

Kidolgozas:

I. Parhuzamos szelok és szeloszakaszok

A kozéppontos hasonldsag tulajdonsdgainak megértéshez sziikségiink van a kovetkezd tételekre:

TETEL: Parhuzamos szelGk tétele: Ha egy szog szérait parhuzamosokkal metssziik, akkor az
egyik szdron keletkez$ szakaszok ardnya megegyezik a mdésik szdron keletkezd megfeleld
szakaszok aranydval.

TETEL: Parhuzamos szeldk tételének megforditasa: Ha két egyenes egy szog széraibdl a cstics-
t6l szamitva olyan szakaszokat vag le, amelyeknek ardnya a két szdron egyenld, akkor a két
egyenes parhuzamos.

TETEL: Parhuzamos szelGszakaszok tétele: Egy szog szérait metsz§ parhuzamosokbdl a szdrak
altal kimetszett szakaszok ardnya megegyezik a parhuzamosok 4ltal az egyes szarakbdl le-
metszett szeletek ardnydval (a csucstdl szamitva a szeleteket).

I1. Kézéppontos hasonlésag

DEFINICIO: Kozéppontos hasonldségi transzformécié: adott egy O pont és egy A 0-tdl kiilonb6zs
valds szdm. A tér minden P pontjdhoz rendeljiink hozza egy P’ pontot a kdvetkez6képpen:
1. ha P=0, akkor P’ = P.
2. ha P # O, akkor P’ az OP egyenes azon pontja, amelyre OP’ = |A| - OP ésha A> 0, akkor
P’ az OP félegyenes pontja, ha A < 0, akkor O elvélasztja egymadstol P-t és P’-t.
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Az O pont a kdzéppontos hasonlésagi transzformacié kozéppontja, A a kozéppontos ha-
sonlosag aranya.

Ha |A|> 1, akkor kdzéppontos nagyitasrol, ha | A|< 1, akkor kicsinyitésr6] beszéliink, ha
pedig |/”t | = 1, akkor a transzformdcié egybevagdsag.

A kozéppontos hasonlésagi transzformacié tulajdonsagai:

1. ha A # 1, akkor egyetlen fixpont az O pont

2. ha A# 1, akkor minden O-ra illeszkedd egyenes invaridns (ezen egyenesek képe 6nmaga, de
pontonként nem fixek)

3. minden, O-ra nem illeszkedd egyenes képe az eredetivel parhuzamos egyenes (parhuzamos
szelGk tételének megforditasabol)

4. szogtartd

5. ardnytart6

6. irdnyitastartd

I11. Hasonldsagi transzformacio

DEFINICIO: Véges sok kozéppontos hasonldsdgi transzformdcié és véges sok egybevigdsagi
transzformacié egymas utdni végrehajtasaval kapott transzformaciokat hasonlésagi transz-
formaciénak nevezziik.

IV. Alakzatok hasonlésaga (haromszogek, sokszogek)

DEFINICIO: Két alakzat hasonlé, ha van olyan hasonlésagi transzformécid, amely az egyik alak-
zatot a mésikba viszi. Jele: A ~ B.

TETEL: Két haromszog akkor és csak akkor hasonlé, ha:

1. megfelel§ oldalaik hosszdnak ardnya paronként egyenld, azaz i, = l[; = % =1,
a c

2. két-két oldalhosszuk ardnya és az ezek altal kozbezart szogek nagysidga egyenld, pl.:

a_»>b <

—_———= )ﬂ = ? s

a’ b’ es ’y y
3. két-két oldalhosszuk ardnya egyenld, és e két-két oldal koziil a hosszabbikkal szemkozti

szOgiik nagysiga egyenld, pl.: a’ = % =L éo=0o (haa>b),

a

4. két-két szogiik paronként egyenld, pl.: =’ és f=f3’.

TETEL: Két sokszog akkor és csak akkor hasonld, ha megfelel oldalhosszaik ardnya és megfe-
lels szogeik nagysdga paronként egyenlS nagysdgu.

V. Hasonlé sikidomok Keriilete, teriilete, hasonl6 testek felszine, térfogata
TETEL: Hasonl6 sikidomok Kkeriiletének aranya megegyezik a hasonldsdg ardnydval, teriileté-
k t
nek ardnya a hasonlésg aranyanak négyzetével: —- =1 és L =12,

ky 5

. . - . A 4 ! ! Vi
TETEL: Hasonl6 testek felszinének ardnya A_l = A2, térfogatdnak ardnya —- =23 .
2 2
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VI. Haromszogekre vonatkozo tételek:

TETEL: A haromszog kozépvonalaira vonatkozo tétel: A hiromszog kozépvonala parhuzamos
a felez6pontokat nem tartalmazé oldalakkal, és fele olyan hosszi, mint a nem felezett oldal.

BIZONYITAS: A tétel bizonyitdsanél az ABC és EFC haromszogek hasonldsdgat hasznaljuk.

TETEL: A haromszog silyvonalaira vonatkozo tétel: A haromszog sdlyvonalai egy pontban
metszik egymdst. Ez a pont mindhdrom stlyvonalnak a csticstdl tdvolabbi harmadol6pontja.

BIZONYITAS: A tétel bizonyitasanél az ASB és SF,,F}, haromszogek hasonldsdgat hasznaljuk.

A
TETEL: Szogfelezdtétel: Egy haromszog belss szogfelezbje a szemkozti oldal a szomszédos olda-
lak ardnydban osztja.

BIZONYITAS: Az ABC haromszog A cstcsabdl induld belsd szogfelez6 BC oldalt az S pontban
metszi.

o

!

b S
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A BA szakaszt hosszabbitsuk meg A-n til és legyen AD = b. Ekkor AD = AC = b, ebbdl ko-
vetkezik, hogy az ACD hdromszdg egyenld szard, a C-nél és a D-nél levs bels§ szogek
egyenldk, az A-ndl levd kiils6 szog a.

Tudjuk, hogy a hdromszdg kiils§ szoge egyenld a vele nem szomszédos belsd szogek 6ssze-

gével, tehdt ACDS = ADCS = % .
Ekkor viszont BASX =ADCX = %. Ebbdl kovetkezik, hogy az AS | CD. A D cstcsnil levé

. CS_DA_AC

. Ikal irh 18k tételét kapi .
szogre alkalmazva a parhuzamos szelOk tetelet kapju SB_ AB AB

TETEL: Magassagtétel: Derékszogi haromszogben az dtfogéhoz tartozé magassdg hossza mértani
kozepe azon két szakasz hosszdnak, amelyekre a magassdg az 4tfogét osztja.

BIZONYITAS: A tétel bizonyitdsdnél az TBC és TAC haromszdgek hasonlésagat hasznaljuk.

TETEL: Befogététel: Derékszogil haromszog befogéjanak hossza mértani kozepe az atfogé és a be-
fogd atfogdra esd merdleges vetiilete hosszanak.

BIZONYITAS: A tétel bizonyitdsdnal az TBC és ABC haromszogek hasonlésdgat hasznéljuk.

a_<c - a’=p-c = a=.p-c
a

VII. Alkalmazasok:

* Hasonl6 testek térfogatdnak ardnyaval csonkagula, csonkakip térfogata meghatarozhato.

» Hegyesszogek szogfiiggvényeinek értelmezése derékszdgli haromszdgek hasonlésdgén ala-
pul.

* Hasonlésdgot haszndlnak a térképészetben, az épitészetben (tervek, makettek), az optikai
lencsék alkalmazasakor.

» Szakasz egyenld részekre osztdsa pdrhuzamos szelSk tételének segitségével torténik.

* Thalész szdmolta az egyiptomi piramisok magassagat a hasonlosdg segitségével:
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Egy foldbe szirt bot segitségével mérte a piramisok magassagat: amikor a bot €s az drnyéka
egyenl$ hosszu, akkor a piramis drnyéka is egyenl§ a piramis magassidgaval, igy elegendd
csak a piramis arnyékét és alapjat megmérni, mert ezekbdl mér szdmolhat6 a piramis magas-
sdga:
_AC _ _AB :>£:A’C’=1
AC AR AB A’B’
AB =AC =y+¢

C c

X = bot

45°
A x=amyek B

arnyék
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13. Derékszogii haromszogek

Vazlat:

I. Derékszogii haromszogek definicidja
II. Pitagorasz-tétel és megforditdsa
Thalész tétel és megforditdsa
Magassagtétel, befogotétel
Beirt kor sugardra vonatkozé tétel
III. Hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicidja
IV. Osszefiiggések a hegyesszogek szogfiiggvényei kozott
V. Alkalmazésok

Bevezetés:

Derékszogi haromszogeket gyakran alkalmazunk a matematikdban és a fizikdban is. A derékszogi
haromszogekrdl fennmaradt elsd irasos emlékek a Rhind-papiruszon kb. Kr.e. 2000-bdl talalhatok.
Pitagorasz a Kr.e. VI. szdzadban élt, tételét viszont mar a babiloniaiak 4000 évvel ezel6tt is ismer-

s

ték, Pitagoraszhoz csak azért fliz6dik a tétel, mert rajott egy Uj bizonyitasra.
Kidolgozas:

I. Derékszogili haromszogek

DEFINICIO: Azokat a haromszogeket, amelyeknek valamely szoge 90°, azaz derékszog, derékszo-
gii haromszogeknek nevezziik.
A derékszoget bezar6 két oldalt befogénak, a derékszoggel szemkozti, egyben a leghosszabb
oldalt atfogénak nevezziik.

II. A derékszogii haromszogekre vonatkozo tételek koziil a Pitagorasz-tétel
teremt kapcsolatot a haromszog oldalai kozott.

TETEL: Pitagorasz-tétel: Ha egy hdromszog derékszogl, akkor befogdinak négyzetdsszege
egyenl§ az atfogd négyzetével.

BIZONYITAS L.: Bizonyitani kell: a® + b* = ¢2.
Vegyiink fel két a + b oldalu négyzetet. A két négyzet teriilete egyenld.

a b
[/

a t1 )
b %
B’

/’/{

b tz

e
B
a b
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Az elsé négyzet feloszthat6 egy 1 = a® és egy t, = b? teriilet(i négyzetre (a felosztdsabdl ere-

d6 parhuzamossig miatt), tovabbd 4 olyan derékszogl hdromszogre, amelynek befogdi a,
illetve b. Ez a 4 hdromszog egybevagd egymassal és az eredeti hdromszoggel, tehat teriiletiik
egyenld.

A madsodik négyzetben elhelyezked§ négyszog négyzet, mivel oldalai egyenld hossziak
(egybevdgd derékszogl haromszogek atfogoi), szogei pedig 90°-osak (egybevagd derékszo-
gl haromszogben o+ B=90°). Ha a derékszogl haromszogek édtfogdja ¢, akkor teriilete
3= 2.

b

Mindkét nagy négyzet teriiletébdl kivonva a 4-4 egybeviagd haromszog teriiletét, a fennma-
rado teriiletek egyenlSk lesznek.™

BIZONYITAS IL.: Vegyiink fel egy derékszogli haromszoget, amelynek befogdi a és b, és egy a + b
oldali négyzetet. A négyzetben helyezziik el a haromszogeket:

a b
&y
a t T a
e /f%’\ A
o
bl ty b
£
B 4
a b
a+p=90°

ABCD négyszog négyzet, mert oldalai egyenldk (c), és szogei 90°-osak (y= 180° — (o + p) =
= 180° - 90° = 90°), igy az a + b oldali négyzet teriilete kétféleképpen: ¢ = (a + b)?, illetve
t=4-%+c2 , azaz

(a+b)2=4-%+c2 = a?+2ab+b*=2ab+c?* = a’>+b?*=c%0
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B1ZONYITAS IIL.: Befogdtétellel

Befogoététel miatt:
a=./p-c, illetve b=./qg-c=./(c—p)-c.

EbbSl a®> =p - ¢, illetve > =(c —p) -c=c*—p - c.

Osszeadva az utols6 két egyenldséget:
a?+b’=p-c+’-p-c=c? = P+b*=c20
BIZONYITAS IV.: Koszinusztétellel

c2=a?>+b%-2abcos90°=a? +b% -2ab-0=a’+b? = c2=a?>+b2.[]
0

TETEL: Pitagorasz-tétel megforditiasa: ha egy hiaromszog két oldalhosszdnak négyzetosszege
egyenl§ a harmadik oldal hosszanak négyzetével, akkor a haromszog derékszogi.

BIZONYITAS:

Tudjuk, hogy az ABC haromszog oldalaira igaz: a”> + b> = c%. Az a, b befogékkal rajzolunk
egy AB’C derékszogd haromszoget, amelyre Pitagorasz tétele miatt a +b*>=(c’)? =
c?=(c’)> = c¢=c’. Ekkor az ABC ill. AB’C hdromszog oldalai paronként megegyeznek =
a két haromszog egybevigd = megfeleld szdgeik paronként egyenlék = C-nél ABC ha-
romszogben derékszog van. [

7 2

TETEL: Thalész-tétel: ha egy kor dtmérGjének két végpontjat osszekotjik a kor barmely més
pontjaval, akkor derékszogli haromszdget kapunk.

BIZONYITAS: O kozéppontu kor, AB dtmérd, C tetszSleges pont a kdrvonalon.

OA =0C =r = OAC hiaromszog egyenl§ szari = OACX = OCA< = o

OC = OB =r = OBC hiromszog egyenls szari = OBC< = BCO< = .

Az ABC haromszog belsG szogeinek osszege 180° = 20 +23=180° = o+ =90° =
ACB¥ =90°.
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TETEL: Thalész-tétel megforditasa: ha egy hiaromszog derékszogil, akkor koré irhaté korének
kodzéppontja az atfogd felezGpontja.

BIZONYITAS: ABC derékszogd haromszoget tiikrozziik az dtfogé F felez8pontjdra. A tiikrozés
tulajdonsdgai miatt BC =AC’ és CA =BC’ és AC’ = BC’ szogei 90°-osak. A téglalap atloi
egyenldk és felezik egymdst = FA = FB = FC = F az ABC haromszog koré irt kozéppontja-
val egyenld.

TETEL: Thalész-tétel és megforditasa osszefoglalva: a sik azon pontjainak halmaza, amelyekbdl
egy megadott szakasz derékszogben ldtszik, a szakaszhoz, mint 4tméréhoz tartozé kor, el-
hagyva belGle a szakasz végpontjait.

TETEL: Magassagtétel: Derékszogli haromszogben az atfogéhoz tartozé magassdg hossza mértani
kozepe azon két szakasz hosszanak, amelyekre a magassag az atfogét osztja.

TETEL: Befogététel: Derékszogli haromszog befogdjanak hossza mértani kozepe az atfogé és a be-
fog6 atfogdra es6é merdleges vetiilete hosszanak.

TETEL: Beirt kor sugarara vonatkozoé tétel: Derékszogid haromszog atfogéja a két befogd dssze-
gével és a beirt kor sugardval kifejezve: c=a + b — 2r.

BIZONYITAS: Korhoz hizott érintészakaszok egyenlGsége miatt c=a—r+b—r=a+ b —2r.

A Thalész-tétel miatt ¢ = 2R, ahol R a hdromszog koré irt kor sugara. Ebbdl és az el6z6

tételbd] kovetkezik: 2R=a+b—2r = R+r=2 sz b
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I1I. Hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicidja

A hegyesszogek szogfiiggvényeit derékszogd hdromszogekkel is bevezethetjiik. Kihasznéljuk,
hogy a két derékszdgli haromszog hasonld, ha valamely hegyesszogiik megegyezik. A hasonlésig
kovetkeztében egy derékszogli hdromszog oldalainak ardnydt a hdromszog egyik hegyesszoge egy-
értelmdien meghatarozza. Erre a fliggvényszerd kapcsolatra vezetjiik be a szogfiiggvényeket:

DEFINICIO: Az o hegyesszoget tartalmazé tetszGleges derékszogli haromszogben
sina = o-val szemkozti befogé hosszanak és az atfogd hosszdnak hanyadosa.
cosox = o melletti befogd hosszanak és az atfogd hosszanak a hdnyadosa.
tgor = o-val szemkozti befogé hosszdnak és az o melletti befogé hosszdnak a hdnyadosa.
ctgor = o melletti befogd hosszanak és az o-val szemkoztes befogé hosszanak a hanyadosa.

B

sina =4, cosazé, tga=£, ctgazé
c c b a

IV. Osszefiiggések a hegyesszogek szogfiiggvényei kozott
A definicidk alapjan konnyen igazolhatdk a kovetkezd azonossagok, ahol 0° < o < 90°:

tga:sm(x’ ctga=095a, tgo = 1
cosa sino ctgo

sin¢ = c0s(90° — &), cosa = sin(90° — o)

tga = ctg(90° — o), ctgar=tg(90° — o)
2

sin?x + cos2x = 1
Nevezetes szogek szogfiiggvényei:
sin cos tg ctg
1 V3 V3
30° = NSO NI
2 2 3 V3
45° Q Q 1 1
2 2
V3 1 V3
60° N - NSO
2 2 V3 3
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V. Alkalmazasok:

* Pitagorasz-tétel:
— sikgeometria: haromszog, trapéz magassaganak szamoldsa
— koordindtageometria: két pont tdvolsdga, vektor hossza
— mdr az 6korban ismerték terepen a derékszog kitizését 12 csomoés kotél és 3 kard segitsé-
gével:

* Thalész-tétel:
— sikgeometria: korhoz kiilsé pontb6l hizott érintdk szerkesztése
— koordindtageometria.: érintGk egyenlete

* Magassagtétel:
— mértani kozép szerkesztése
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14. Haromszogek nevezetes vonalai, pontjai és korei

Vazlat:

I. Oldalfelez6 merSlegesek, a haromszog koré irt kor kozéppontja
II. Szogfelezdk, haromszogbe, illetve hdromszoghoz irt kor kozéppontja
III. Magassdgvonalak, a hdromszdg magassagpontja
IV. Silyvonalak, a hdromszog silypontja
V. Kozépvonalak
VI. Euler-egyenes
VII. Alkalmazdsok

Bevezetés:

A geometria gorog szo, eredeti jelentése foldmérés. A geometria az 6kori gordg matematikusok
tevékenysége altal valt tudoméannya. Thalészen, a matematika atyjan kiviil a legnagyobb gorog
geométernek tartott Apolléniosz is sokat foglalkozott a haromszogekkel és a veliik kapcsolatos
Osszefiiggésekkel. A tételben szerepld ismeretek nagy részét mar 6k is tudtdk.

Kidolgozas:

I. Oldalfelezé merdlegesek, a haromszog koré irt kor kozéppontja

DEFINICIO: A sikon egy szakasz felezGmerdélegese az az egyenes, amely a szakasz felezGpontjara
illeszkedik és merdleges a szakaszra.

TETEL: A szakasz felezGmerGlegese a szakasz két végpontjat6l egyenl§ tavol 1évE pontok halmaza.

TETEL: A haromszog hdarom oldalfelezé merdlegese egy pontban metszi egymadst. Ez a pont a ha-
romszog koré irt kor kozéppontja.

BIZONYITAS: ABC haromszogben AB és AC oldalfelez6 merSlegeseit tekintsiik. Ezek az egyenesek
metszik egymdst, mert a hiromszog oldalai nem parhuzamosak egymadssal. Legyen a két ol-
dalfelez6 merdleges metszéspontja K. Ekkor K egyenlé tadvolsagra van A-t6l és B-tGl (mert K
illeszkedik f.-re), illetve A-t6l és C-t6l (mert K illeszkedik f,-re) is. Kovetkezésképpen
egyenld tavol van B-t8l és C-t6l is, azaz K illeszkedik BC szakaszfelez§ merdlegesére. =
KA =KB=KC, azaz A, B és C egyenl{ tdvolsdgra vannak K-t6l = mindharom pont illesz-
kedik egy K kézéppontii KA = KB = KC = r sugaru korre.[]
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K hegyesszogli haromszog esetén a haromszogon beliil, derékszogli haromszognél az at-
fogo felez6pontjaba (Thalész tétele), tompaszogili haromszdgnél a hdromszogon kiviil esik.

Yo
AN,

I1. Szogfelezok, haromszogbe, illetve haromszoghoz irt kor kozéppontja

DEFINICIO: Egy konvex szog szogfelezdje a szog csicsabdl kiinduld, a szogtartomédnyban halad6
azon félegyenes, amely a szoget két egyenld nagysigu szogre bontja.

TETEL: Egy konvex szogtartomadnyban a szdraktdl egyenld tdvolsdgra 1év6 pontok halmaza a szog-
felezd.

TETEL: A hdromszog hiarom bels§ szogfelezGje egy pontban metszi egymadst. Ez a pont a harom-
szogbe irt kor kozéppontja.

BIZONYITAS:

A g 7 g B
Két belsd szogfelezd metszéspontjardl belatjuk, hogy rajta van a harmadikon. Vegyiik fel az

a és B szogfelezGjét: fi, és fp. Ez a két félegyenes metszi egymdst, mert 0° <%+§ <180°.

Tgy fy és Jp metszéspontja az O pont. A szdgfelez$ a szog szdraitol egyenld tavol 1€vS pon-
tok halmaza a szogtartomanyban, igy mivel O illeszkedik f,-ra = OT; = OTs3, illetve O il-
leszkedik fgra = OT; = OT), tehat OT, = OT3, vagyis O egyenl6 tdvol van az AC €s a CB
szdgszaraktol, igy O illeszkedik fi/ra, azaz O az f,, fg €s f,egyetlen kzds pontja.

A bizonyitds sordn kidertilt, hogy O egyenld tavol van a hdromszog oldalaitdl, ezért koréje
egy olyan kor frhat6, amely a hdromszog oldalait érinti. [

TETEL: A hdromszog egy belsd, és a masik két csticshoz tartozo kiilsG szogfelezGje egy pontban
metszi egymadst, ez a pont a haromszog hozzairt korének kozéppontja. A haromszognek 3
hozzairt kore van.

TETEL: A hdromszog ugyanazon szogének kiilsg és belss szogfelezGje merSleges egymadsra.
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ITI. Magassagvonalak, a hiromszog magassagpontja

DEFINICIO: A hdromszog magassaga az egyik csicsbdl a szemkozti oldal egyenesére bocsatott

meréleges szakasz. A hdromszog magassdgdanak egyenese a haromszog magassagvonala.

TETEL: A hdromszog magassdgvonalai egy pontban metszik egymaést. Ez a pont a haromszég ma-

gassagpontja.

BIZONYITAS: Visszavezetjiik a haromszog oldalfelezG merdlegeseire vonatkozd tételre.

Vegyiik fel az ABC hdromszoget, és mindhdrom cstcsan keresztiil hizzunk parhozamos
egyenest a szemkozti oldallal. = A’B’C” haromszog.

Belatjuk, hogy m. az A’B’ oldalfelezd merdlegese: m,. merSleges AB-re és A’B’ parhuzamos
AB-vel = m, merlleges A’B’-re. AB parhuzamos A’B’-vel és BC parhuzamos B’C’-vel =
ABCB’ paralelogramma = CB’ = AB, hasonl6an ABA’C paralelogramma = A’C=AB,
ebbdl B’C = CA’ = C felez6pontja A’B’-nek = m, oldalfelez6 merdlegese A’ B’-nek.
Hasonl6an belathat6, hogy m,, és my, is az A’ B’ C’ haromszog oldalfelezd merSlegesei. Az ol-
dalfelez6 merdlegesekre vonatkozd tétel alapjén tudjuk, hogy ezek egy pontban metszik
egymast, tehat belattuk, hogy az ABC haromszog magassagvonalai is egy pontban metszik
egymast.[]

A magassdgpont hegyesszogii haromszog esetén a haromszog belsejében, derékszogl ha-
romszognél a derékszogl csticsban, tompaszogli hdromszognél a hdromszdgon kiviil helyez-
kedik el.

IV. Silyvonalak, a haromszog salypontja

DEFINICIO: A hdromszog csdcsét a szemkozti oldal felezGpontjdval 6sszekotd szakasz a harom-
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TETEL: A hdromszog stlyvonalai egy pontban metszik egymadst, ezt a pontot a hdaromszog sily-
pontjénak nevezziik. A sdlypont harmadolja a silyvonalakat dgy, hogy a cstcs felé esG sza-
kasz ugy aranylik az oldal felé es6 szakaszhoz, mint 2 : 1.

V. Kozépvonalak

DEFINICIO: A hdromszog két oldalfelezd pontjat dsszekotd szakaszt a haromszog kozépvonala-
nak nevezziik.
Minden haromszdgnek 3 kdzépvonala van.

TETEL: A hdromszog kozépvonala parhuzamos a felez&pontokat nem tartalmazé oldallal, és fele
olyan hosszu.

VI. Euler-egyenes

TETEL: A hidromszdg magassagpontja, silypontja s a koriilirt kor kozéppontja egy egyenesen van
(Euler-féle egyenes). A silypont a masik kettG tavolsagat harmadolja és a koriilirt kor ko-
zéppontjadhoz van kozelebb.
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VII. Alkalmazasok:
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haromszog szerkesztési feladatok

koordinata-geometria: 3 ponton dtmené kor egyenlete, haromszog silypontjanak kiszamitasa
sulyvonal, silypont (homogén anyageloszldsi hdromszog esetén) fizikdban: silyvonal men-
tén, illetve sdlypontban aldtdmasztva a hdromszog egyensilyban van

kor kozéppontjanak szerkesztése

teriiletszamitasi feladatok a nevezetes korok sugarainak felhasznalasaval

R:a4_blc, r:L, ahol szk.
s



15. Osszefiiggés a haromszog oldalai és szogei kozott

Vazlat:

I. Haromszogek csoportositasa szogeik és oldalaik szerint
I1. Osszefiiggések és a hdromszog szogei kozott (belsd, kiilss szogek)
II. Osszefiiggések a haromszog oldalai kozott (haromszog egyenlétlenségek, Pitagorasz-tétel)
IV. Osszefiiggések a haromszog szogei és oldalai kozott (koszinusztétel, szinusztétel, szogfiigg-
vények)
V. Alkalmazisok

Bevezetés:

A hiromszogekkel mér az 6korban sokat foglakoztak: pl. Pitagorasz, Thalész. A szamoszi Arisz-
tarkhosz Kr. e. 3. szdzadban olyan szdmitdsokat és kozelitéseket végzett, amelyek burkoltan mar
szogfiiggvényeket tartalmaztak. A legrégibb térképeket tobb, mint 4000 évvel ezel6tt készitették.
Snellius holland mérnok a 17. szdzadban kidolgozott olyan, a hdromszogek adatainak meghataro-
zasdra épiilé (trigonometriai) moédszert, amelynek alkalmazaséval a térképek pontosabb4 valtak.

Kidolgozas:

I. Haromszogek csoportositasa szogeik és oldalaik szerint

DEFINICIO: Haromszog az a zart szogvonal, amelyeknek 3 oldala és 3 csticsa van.
DEFINICIO: Egy hdaromszog hegyesszogii, ha minden szoge hegyesszog.

DEFINICIO: Egy hdaromszog derékszogii, ha van egy 90°-0s szoge.

DEFINICIO: Egy hdromszog tompaszogi, ha van egy tompaszoge.

DEFINICIO: Egy hdaromszog szabalyos (vagy egyenld oldald), ha harom oldala egyenlS hosszu.
DEFINICIO: Egy hdromszog egyenlé szaru (vagy szimmetrikus), ha van két egyenld oldala.

(" raromsooned] N

(Pewessaioi] Y [derehatod] Y [ompasatai]

egyenld @MJ

oldali

II. Osszefiiggések a haromszog szogei kozt:

TETEL: A hdromszog belsd szogeinek 6sszege 180°.
TETEL: A haromszog kiilsG szogeinek dsszege 360°.

TETEL: A haromszog egy kiilsG szoge egyenld a nem mellette fekvd két belsd szog sszegével.
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I11. Osszefiiggések a haromszog oldalai kozt:

TETEL: Hiromszog egyenlGtlenségek: a haromszog barmely két oldaldnak Gsszege nagyobb a har-
madikndl: a+b>c,a+c>b,b +c>a.

TETEL: Egy hdromszogben barmely két oldal kiilonbségének abszolit értéke kisebb a harmadik-
nal: la—c|<b, l[a-bl<ec, |b-c|<a

IV. Osszefiiggések a haromszog oldalai és szogei kozott:

TETEL: Egy hdromszogben egyenld hosszisdgd oldalakkal szemben egyenld nagysdgd szogek
vannak, egyenld nagysiagu szogekkel szemben egyenl6 hosszisiagi oldalak vannak.

TETEL: Barmely hdromszogben két oldal koziil a hosszabbikkal szemben nagyobb belsd szog van,
mint a révidebbikkel szemben, illetve két szog koziil a nagyobbikkal szemben hosszabb ol-
dal van, mint a kisebbikkel szemben.

DEFINICIO: Derékszogl haromszogben bevezetjiik a szogfiiggvények fogalmat a hasonl6 harom-
szogek tulajdonsédgait kihaszndlva:

sina =4, cosa:é, tga=£, ctgazé
c c b a

TETEL: Szinusztétel: Egy haromszogben két oldal hosszdnak ardnya egyenl$ a veliik szemkozti
szogek szinuszdnak ardnyéval:
a _sing

b sinf

A szinusztétel a haromszog harom oldaléra is felirhat6, ekkor a : b : ¢ = sinoc : sinf3 : siny.

TETEL: Koszinusztétel: egy haromszog egyik oldalhosszdnak négyzetét megkapjuk, ha a mésik
két oldal négyzetdsszegébdl kivonjuk a két oldal hosszdnak és a kozbezart szog koszinusza-
nak kétszeres szorzatét: ¢ = a®> + b> — 2abcosy.

BIZONYITAS: Vektorok skaldris szorzatdnak felhasznaldsaval fogjuk bizonyitani, ezért a hdrom-
sz0g oldalait irdnyitjuk:

Jeldlje |a|=a, |b|=b és|c|=c.

CA CB
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Ekkor ¢ =a—b. Az egyenlet mindkét oldalat 5Gnmagéval skaldrisan szorozva:

2

F=(a-b? = =d"-2ab+b".

2
c =|g|-|g|-cosO°=c-c-l=cz.

b?.

Hasonl6an a” =a? és b*
Q'Q=|g|~|@|'cosy=a~b~c0sy.

Ezeket beirva a g2 = gz —2ab + Q2 egyenletbe kapjuk: ¢? = a® + b*> — 2abcosy.]

Kovetkezmények:

ha y=90°, vagyis a haromszog derékszogi, akkor ¢ = a® + b?, ami a Pitagorasz-tétel.

ha y< 90°, akkor barmely két oldaldnak négyzetosszege nagyobb a harmadik oldal négyzeté-
nél.

ha y> 90°, akkor a két rovidebb oldal négyzetdsszege kisebb a harmadik oldal négyzeténél.

V. Alkalmazasok:

Haromszogek szerkesztése, haromszog ismeretlen adatainak kiszamitésa.

Sokszdgekben oldalak, atlok, szogek kiszdmoldsa hdromszogekre bontdssal.

Foldmérésben, térképészetben, csillagdszatban mért adatokbdl tadvolsdgok és szogek kisza-
moldsa.

Terepfeladatok megolddsanal: pl.: megkozelithetetlen pontok helyének meghatérozasa.
Modern helymeghatdrozas: GPS.

Koszinusztétel alkalmazdsa: ha a haromszog két oldala és az altaluk kozbezart szog, illetve
ha a 3 oldal ismert. (ez utdbbi esetben a legnagyobb szoget — leghosszabb oldallal szembe-
nit érdemes kiszamolni).

Szinusztétel alkalmazdsa: ha a haromszog egy oldala és két szoge ismert, vagy két oldala és
nem az altaluk kozbezart szog ismert.

Ha a két oldal koziil a nagyobbikkal szemkoztes szog ismert, akkor a hiromszog egyértel-
miien meghatdrozott.

Ha a két haromszog két oldalat és a rovidebbel szemkoztes szoget ismerjiik, akkor a harom-
szog nem egyértelmiien meghatarozott, tehat egy hegyesszog és egy tompaszog is megfelel
a feltételeknek, vagy ez egy derékszogli haromszog, vagy nincs az adatoknak megfelelS hé-
romszdg. Ekkor inkdbb a koszinusz tételt alkalmazzuk és mdsodfokd egyenletet kapunk
a 3. oldalra.
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16. Hiurnégyszog, érinténégyszog, szimmetrikus
négyszogek

Vazlat:

I. Hurnégyszog: definicid, tétel, teriilet (Heron-képlet)
II. Erinténégyszog: definicid, tétel, teriilet
III. Szimmetrikus négyszogek:
— tengelyesen szimmetrikus négyszogek,
— kozéppontosan szimmetrikus négyszogek,
— forgasszimmetrikus négyszogek.
IV. Alkalmazasok

Bevezetés:

A Kkeriileti és kdzépponti szogek kozti kapcsolatot mar Hippokratész is ismerte 2500 évvel ezel6tt.
Ebbdl a tételbdl a hirnégyszdgek tulajdonsdgaira kovetkeztethetiink. Heron megalkotta a teriiletiikre
vonatkozd Osszefliggést. A szimmetrikus négyszogek tulajdonsdgaibdl tudunk kovetkeztetni a négy-
szogek €s a sokszogek tulajdonsédgaira.

Kidolgozas:

I. Harnégyszog

DEFINICIO: Azokat a négyszogeket, amelyeknek van koré irhaté koriik, hdrnégyszogeknek nevez-
ziik. Ezzel ekvivalens: a hirnégyszog olyan négyszdg, amelynek oldalai ugyanannak a kor-
nek a hdrjai.

TETEL: Ha egy négyszog hirnégyszog, akkor szemkozti szogeinek 6sszege 180°.

BIZONYITAS: Vegyiik fel egy ABCD hirnégyszoget, és a koré irt kort. Legyen a négyszogben
DABX = o, BCD% = 3.

Ekkor o a C csucsot tartalmazé BD ivhez, B pedig az A csticsot tartalmazé DB ivhez tartal-
maz6 keriileti szog. A keriileti és kozépponti szogek tételébdl kovetkezben az ugyanezeken
az ivekhez tartozé kozépponti szogek nagysdga 2 o, illetve 28.
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Ezek 6sszegérdl tudjuk, hogy 2+ 2 =360°. Mivel a négyszog belsG szogeinek osszege
360°, ezért a masik két szemkozti szog 0sszege is 180°.0]

TETEL: Ha egy négyszog szemkozti szogeinek dsszege 180°, akkor az hirnégyszog.

BIZONYITAS: indirekt
Tegyiik fel, hogy a szemkozti szogeinek osszege 180°, és a négyszdg nem hirnégyszog. Tehat
az egyik csucs (C) nem illeszkedik a mdsik harom &ltal meghatdrozott korre. Legyen P a DC
egyenesének és a kornek metszéspontja.
Legyen DABY = ¢, a feltétel szerint BCD< =180°— o« = BCP< = q.

D

| \ P
B
Ekkor ABPD négyszdg hurnégyszdg, amir6l mar beldttuk, hogy szemkozti szogeinek dsszege
180°, tehdt DPB< = 180° — .. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a BPC haromszdg egyik
szoge (BCPY) o, egy masik (BPCY) pedig 180° — o.. Ezek 6sszege a harmadik szog nélkiil is
180°, ami ellentmond a bels§ szogek Osszegére vonatkoz6 tételnek. Mivel helyesen
kovetkeztettiink, csak a kiindul4si feltételben lehet a hiba, tehdt nem igaz, hogy C nincs a ko-
ron = C illeszkedik a korre. Ez viszont azt jelenti, hogy ABCD mindegyik csicsa ugyanazon
koron van = ABCD hirnégyszog. [

TETEL: Hirnégyszog-tétel: egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha szemkozti szogei-
nek 0sszege 180°.

TETEL: A nevezetes négyszogek koziil biztosan hirnégyszog a szimmetrikus trapéz (hurtrapéz),
a téglalap és a négyzet.

TETEL: A paralelogramma akkor és csak akkor hiirnégyszog, ha téglalap.

TETEL: A hirnégyszog teriilete kifejezhets a négyszog keriiletével és az oldalakkal: Ha s =§,

akkor ¢ =./(s—a)(s —b)(s —c)(s —d) . Ez a Heron-képlet hirnégyszogekre.

81



IL. Erinténégyszog

DEFINICIO: Azokat a négyszogeket, amelyeknek van beirt koriik, érinténégyszogeknek nevezziik.
Ezzel ekvivalens: az érint6 négyszdg olyan négyszdg, amelynek az oldalai ugyanannak
a kornek érint6i.

TETEL: Ha egy konvex négyszog érinténégyszog, akkor szemkozti oldalainak 6sszege egyenld.

z C

B

TETEL: Ha egy konvex négyszog szemkozti oldalainak dsszege egyenld, akkor az érinté négyszog.

TETEL: Erinténégyszog tétel: Egy konvex négyszog akkor és csak akkor érinténégyszdg, ha
szemkozti oldalai egyenld.

TETEL: A nevezetes négyszogek koziil biztosan érinténégyszog a deltoid, igy a rombusz és
a négyzet.

TETEL: A paralelogramma akkor és csak akkor érint6négyszog, ha rombusz.

TETEL: Erinténégyszog teriilete kifejezhetd a négyszog keriiletével, és a beirt kor sugardval:

r=kr

2

II1. Négyszogek csoportositiasa a szimmetria szempontjabol:

Tengelyesen szimmetrikus négyszogek:

DEFINICIO: Egy négyszog tengelyesen szimmetrikus, ha van olyan sikbeli tengelyes tiikrozés,
melynek az adott négyszog invaridns alakzata. E tiikr6zés tengelyét a négyszog szimmetria-
tengelyének nevezziik.

1. csoportositds a tengely minGsége szerint:
* valamelyik oldalfelezé merdleges a tengely:

hirtrapéz = téglalap és négyzet
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A szimmetrikus trapéz tengelyes szimmetridbdl ad6dé tulajdonsédgai:
— szérai egyenld hossziak,
— alapon fekvd szogei egyenl$ nagysaguak,
— atléi egyenld hossziak és a szimmetriatengelyen metszik egymast.
* valamelyik 4tl6 a tengely:

deltoid = rombusz és négyzet

A deltoid tengelyes szimmetridbol ad6dé tulajdonsédgai:
— két-két szomszédos oldala egyenld,
— egyik atl6ja mer6legesen felezi a masik atlot,
— egyik atléja felezi két szemkozti sz6gét,
— van két szemkozti, egyenl§ szoge.

2. csoportositds a tengelyek szdma szerint:
* egy szimmetria tengely:

hdrtrapéz deltoid
¢/
D
* két szimmetria tengely:
téglalap rombusz
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* négy szimmetria tengely:
négyzet

N

Kozéppontosan szimmetrikus négyszogek:

DEFINICIO: Egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus, ha van olyan kozéppontos tiikrozés,
amelynek az adott négyszog invaridns alakzata. E tiikr6zés kozéppontjit a négyszog szim-
metriakozéppontjinak nevezziik.

Kozéppontosan szimmetrikus négyszdg a paralelogramma = rombusz, téglalap, négyzet.
A paralelogramma koézéppontos szimmetridbdl ad6dé tulajdonséagai:

szemkozti oldalai egyenld hosszuak,

szemkozti szogei egyenlS nagysdguiak,

szemkozti oldalai parhuzamosak,

barmely két szomszédos szogének az dsszege 180°,

4tl6i a szimmetriakozéppontban felezik egymast,

van egy parhuzamos és egyenld hosszisdgui oldalpdrja.

AU hE LD

Forgasszimmetrikus négyszogek:

DEFINICIO: Egy négyszog forgasszimmetrikus, ha van a sikjaban olyan (az identitédstdl kiilonbo-
z6) pont koriili forgatds, amelynek az adott négyszog invaridns alakzata. E forgatds kozép-
pontjat a négyszog forgascentrumanak nevezziik.

TETEL: Azok a négyszogek, amelyek kdzéppontosan szimmetrikusak, egyben forgasszimmetriku-
sak is, a forgatds kozéppontja egybeesik a szimmetria kbzépponttal és o = 180°.

TETEL: A négyzet az egyetlen négyszog, ami tobbszorosen is (hdromszorosan) forgdsszimmetri-
kus, a lehetséges forgasszogei: 90°, 180° és 270°.

IV. Alkalmazas:

* a szimmetrikus négyszogek ( téglalap, négyzetek) fontos szerepet jatszanak az épitészetben:
mozaikok, padlélapok

» vektorok 0sszeaddsa: paralelogramma moédszerrel

* csonkakip, illetve csonkagtla beirt gombjének sugdr meghatirozdsa megfeleld sikmetszettel
(pl. érintStrapéz)

* csonkakup koriilirt gobmbjének sugar meghatirozasa

* papirsarkany készitése
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17. Egybevagosagi transzformaciok, szimmetrikus
sokszogek

Vazlat:

I. Egybevagdsagi transzformaciok, tulajdonsigaik.
Eltolas, tengelyes tiikr6zés, pontra vonatkozo tiikr6zés, pont koriili elforgatas
II. Egybevdigé alakzatok
II. Szimmetrikus sokszogek (tengelyes, kozéppontos, forgdsszimmetrikus)
IV. Alkalmazdsok

Bevezetés:

Ha sikbeli vagy térbeli alakzatokat akarunk osszehasonlitani, vagy egymashoz viszonyitott hely-
zetiiket szeretnénk leirni, akkor sokszor annak a megallapitdsa a célunk, hogyan szarmaztathatd
egyik alakzat a mdsikbdl. Ilyen és ehhez hasonld kérdések megviélaszoldsa miatt foglalkozunk
a geometriai transzformdacidkkal.

Kidolgozas:

I. Transzformaciok:

DEFINICIO: Geometriai transzformaciok azok a fiiggvények, amelyek egy ponthalmazt ponthal-
mazra képeznek le. (Dy= Ry = ponthalmaz)

DEFINICIO: A geometriai transzformdcidk koziil a tavolsagtarté transzformdciokat egybevagosagi
transzformacioknak nevezziik.
Tavolsagtartd leképezés: barmely két pont tdvolsaga egyenlS képeik tdvolsdgdval.
Sikbeli egybevagdsagi transzformaciok: tengelyes tiikréz€s, pontra vonatkozé tiikrozés, pont
koriili elforgatés, eltolés.
Kozos tulajdonsagok:
— Kolcsonosen egyértelm( (egy pontnak egy képpont felel meg és forditva).
— Szdgtarté (minden szog egyenld nagysagu a képével).
DEFINICIO: Eltolas: adott egy v vektor. A v vektorral valé eltolds a sik (tér) tetszGleges P pontjé-

hoz azt a P’ pontot rendeli, amelyre PP’ = V.

P

Tulajdonsagai:
— nincs fixpontja (fixpont olyan pont, amelynek képe 6nmaga), kivéve, ha v=0.
— az adott vektorral parhuzamos egyenesek (és sikok) invaridns alakzatok (invaridns alakzat

olyan alakzat, amelynek képe 6nmaga, de pontokként nem feltétlentil fix).
— koriiljarastarté (minden sikidom azonos koriiljardsd, mint képe).
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— egyenes és képe egybeesik (invaridns), ha az egyenes parhuzamos az eltolds vektoraval.
— egyenes és képe parhuzamos, ha az egyenes nem parhuzamos az eltolds vektordval.

DEFINICIO: Tengelyes tiikrozés: adott a sik egy 7 egyenese, ez a tengelyes tiikrozés tengelye.
A t tengelyre vonatkozé tengelyes tiikrozés a sik tetszbleges t-re nem illeszkedd P pontjédhoz
azt a P’ pontot rendeli, amelyre fenndll, hogy a PP’ szakasz felezOmerGlegese a ¢ tengely.
A t egyenes képe dnmaga.

Tulajdonsagai:
— ategyenes minden pontja fixpont, mds fixpont nincs
— ategyenes fix egyenes (minden pontja fixpont)
— at-re merdleges egyenesek invaridnsak
— nem koriiljarastartd
— egyenes €s képe ugyanabban a pontban metszi egymast a tengelyen, a tengellyel azonos szo-
get bezérva.

DEFINICIO: Kozéppontos tiikrozés: adott a sik egy O pontja, a kozéppontos tiikrozés kézéppontja.
Az O pontra vonatkozd kozéppontos tiikrozés a sik egy tetszleges O-tdl kiilonbozs P
pontjdhoz azt a P’ pontot rendeli, amelyre az O pont a PP’ szakasz felezGpontja. Az O pont
képe dnmaga.

Tulajdonsagai:

O az egyetlen fixpont

minden O-ra illeszkedd egyenes invaridns

fix egyenes nincs

— koriiljarastartd

ha az egyenes nem illeszkedik O-ra, akkor e parhuzamos € -vel.

DEFINICIO: Pont koriili forgatas: adott a sik egy O pontja és egy o irdnyitott szog. Az O pont
koriili o szogl, adott irdnyd forgatds a sik egy tetszbleges O-t61 kiilonbdz6 P pontjdhoz azt
a P’ pontot rendeli, amelyre teljesiil, hogy POP’ szog irdny és nagysag szerint megegyezik
o~val. O pont képe 6nmaga.

a>0 a<0
pozitiv iranyd  negativ iranyu
forgatas forgatas
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Tulajdonsagai:
— egyetlen fixpont: O pont (ha o # (0°)
— nincs fix egyenes (ha o # 0°)

— nincs invaridns egyenes (ha o # 0°, o # 180°)
— minden O kézéppontd kor invaridns alakzat

— minden n oldald szabdlyos sokszdg invaridns alakzat, ha kdzéppontja koriil

360° szoggel,
n
vagy a tobbszorosével van elforgatva
— ha o= 180°, akkor ez pontra vonatkoz? tiikr6zés
— koriiljarastarto
— o szogl elforgatds esetén az egyenes és képének szoge o, ha 0° < ¢ <90°, illetve 180° — ¢,
ha o tompaszog.

I1. Egybevag6 alakzatok

Két sikbeli alakzat egybevagod, ha van a siknak olyan egybevigdsiga, amely egyiket a masikba
viszi.

III. Szimmetrikus alakzatok:

DEFINICIO: Ha egy ponthalmazhoz taldlhaté olyan r egyenes, amelyre vonatkozé tiikorképe énma-
ga, akkor ez a ponthalmaz tengelyesen szimmetrikus alakzat, amelynek 7 a szimmetria-
tengelye.

DEFINICIO: Ha egy ponthalmazhoz taldlhaté olyan O pont, amelyre vonatkozé képe Onmaga,
akkor ez a ponthalmaz kozéppontosan szimmetrikus alakzat, amelynek O a szimmetria
kozéppontja.

DEFINICIO: Ha ez ponthalmazhoz taldlhaté egy olyan O pont és egy o szdg tigy, hogy az alakzat O
pont koriili o szogi elforgatdsa dnmaga, akkor ez a ponthalmaz forgdsszimmetrikus alakzat.

Tengelyesen szimmetrikus alakzatok:

Egyenl§ szaru Egyenl6 oldalu Deltoid
haromszog haromszog

Hurtrapéz Rombusz Téglalap Négyzet

b t
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Szabalyos sokszogek: n oldali szabalyos sokszognek n db szimmetriatengelye van. Ha n paros,
akkor a tengelyek egyik fele a szemkozti csicsokra illeszkedik, masik fele a szemkozti oldalak
felez&merGlegese. Ha n paratlan, akkor a tengelyek a csticsokat az atellenes oldal felezGpontjaval
kotik ssze.

Kor Parabola

Kozéppontosan szimmetrikus alakzatok:

Kozéppontosan szimmetrikus haromszog nincs, mert nem lehetnek parhuzamos és egyenld oldal-
parjai.

Kozéppontosan szimmetrikus négyszog a paralelogramma. O = 4tlék metszéspontja. (= kozép-
pontosan szimmetrikus a rombusz, téglalap, négyzet is).

Kozéppontosan szimmetrikusak a paros oldalszamu szabalyos sokszogek. O = az atellenes csu-

csokat dsszekotd atlok metszéspontja.
Kozéppontosan szimmetrikus a kor, az ellipszis és a hiperbola is.

Forgasszimmetrikus alakzatok:

Az 6sszes kozéppontosan szimmetrikus alakzat forgdsszimmetrikus is, o = 180°-kal.
Minden szabalyos sokszog forgdsszimmetrikus. A forgatds kozéppontja a sokszog kdzéppontja,
360° 360° , 360° 360°
, 2 , 3 y e (1) —
n n n n
hatszog a kozéppontja koriili 60°, 120°, 180°, 240°, 300°-0s forgatdsra nézve invarians.

a forgatds szoge pedig lehet: . Vagyis pl. egy szabdlyos

Kozéppontos tiikrozés alkalmazasa tételek bizonyitasaban

TETEL: Thalész-tételmegforditasa: Derékszogl haromszog koriilirt korének kozéppontja az étfo-
g6 felezéspontja.

BIZONYITAS: Az ABC derékszogl haromszoget tiikrozziik az AB étfogd F felezGpontjdra. Az ere-
deti és a képharomszog egyesitése olyan paralelogramma, amelynek szogei 90°-osak, azaz
téglalap. A téglalap kdzéppontosan és tengelyesen is szimmetrikus, ezért atl6i felezik egy-
mast, és egyenld hossziak. EbbSl FA = FB = FC = FC’, azaz a téglalap koré irt kor kozép-
pontja F. Ez a kor az ABC derékszogli haromszognek is koriilirt kore.[]

TETEL: A haromszog egy kozépvonala parhuzamos a haromszog harmadik oldaldval és hossza
a harmadik oldal hosszanak fele.
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BIZONYITAS: Az ABC hiromszdgben teKintsiik az F,F, kbzépvonalat. Tiikrozziik a hdromszoget
a BC oldal felez&pontjdra. Az eredeti és a képhdromszog egyesitésével egy kdzéppontosan
szimmetrikus négyszoget, az ABA’C paralelogrammat kapjuk. Az AC oldal F;, felezd-
pontjanak képe a BA’ oldal Fj, felez6pontja. Az ABA’C paralelogramméban az F,Fj, szakasz
kozépvonal, ezért F,F}, parhuzamos AB-vel és F,F;, = AB. A tiikkr6zés miatt F, felezi az Fy,F},

szakaszt, azaz F,F, = % és F,F, parhuzamos AB-vel. [

TETEL: A trapéz szarainak felezépontjat osszekoté kozépvonala parhuzamos a trapéz alapjaival
és hossza az alapok szamtani kdzepe.

IV. Alkalmazasok:

* A kor keriiletének és teriiletének meghatdrozédsat végezhetjiik a korbe, illetve a kor koré {rt
szabdlyos sokszogek keriiletének, illetve teriiletének segitségével. Ez egyben 7 értékének
kozelitése.

» Kristdlyszerkezetekben szabdlyos sokszogek (grafitban szabdlyos hatszog)

* Aranymetszés ardnya = szabdlyos 6tszog atldinak osztdsaranya

» Gorbiilt feliiletekkel hatarolt testek szamitogépes dbrazolasakor a test feliiletét sokszogla-
pokbdl 4ll6 feliiletekkel kozelitik meg.
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18. A kor és részei, kor és egyenes kolcsonos helyzete
(elemi geometriai targyalasban), keriileti szog,
kozépponti szog

Vazlat:

I. Kor és részei (kor, korlap, korcikk, korgytrd, korgy(rtcikk, kdrszelet
II. Kor és egyenes kolcsonos helyzete
III. Kertileti, kozépponti szog, latokoriv, keriileti és kozépponti szogek tétele, radidn
IV. Alkalmazdsok

Bevezetés:

A kor és részei kozotti viszonyok feltardsat mar az 6kori gondolkoddkndl megtaldlhatjuk. Szamuk-
ra a kor a tokéletességet szimbolizélta, isteni eredetiinek tartottdk. Ma a matematika szamos teriilete
tdmaszkodik az id6k folyaman felfedezett 6sszefiiggésekre.

Kidolgozas

I. Kor és részei

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon amelynek a sik egy adott O pontjatdl adott r
tdvolsagra (adott r tdvolsagndl nem nagyobb / adott r tdvolsagndl nem kisebb) vannak O ko-
zéppontu, r sugard kornek( zart korlapnak / nyilt korlapnak) nevezziik.

A kor teriilete ¢ = 72, keriilete k = 2r7r.

DEFINICIO: A korvonal két kiilonbozd pontjat sszekots szakaszt hirnak nevezziik

DEFINICIO: A hir egyenesét szel6nek, a kbzépponton dthalad6 hidrt atmérdnek nevezziik. Az at-
méré a kor leghosszabb hirja, hossza: 2r.

TETEL: A kor
— kozéppontjan athaladé tetszbleges egyenesre nézve tengelyesen szimmetrikus
— kozéppontjira nézve kézéppontosan szimmetrikus
— kozéppontja koriili forgatasra forgatasszimmetrikus

DEFINICIO: A korlapnak két sugér kozé esG darabja a korcikk.

2 2z

DEFINICIO: Egy szeld éltal a korlapbdl lemetszett rész a korszelet.
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DEFINICIO: Két kor koncentrikus, ha kézéppontjaik egybeesnek.
DEFINICIO: Két koncentrikus kdrvonal kozé esd rész a korgytiri.

DEFINICIO: Ha egy szog csticsa a kor kozéppontja akkor a szoget kozépponti szognek nevezziik.

A5,

koncentrikus (egykdzept) korok

~— KORiv

TETEL: Egy adott kérben két kozépponti szoghoz tartozé ivek hosszanak aranya, valamint a kor-
cikkek teriiletének aranya megegyezik a kozéppont szogek aranyaval.

_lg 1

Cig 1p

a

a
B

TETEL: Egy korben arkozépponti szogli korcikk teriilete:

la o’ l"zﬂ' o la & r266
o _ = t. = -a°, illetve 2+-=—" = , =——,

r2r 360° % 360° r’r 2w o 2

a hozzatartoz6 iv hossza:

y _ a° ) P iy @ ~

L =" = | = -0, illetve —4—-=—="- = t,=ra.

2rm 360° > 360° 2rm 2w o

reig

TETEL: Egy korben o kozépponti szogli korcikk teriilete az ivhosszal kifejezve: ¢, =

TETEL: R és r hatdrol6 korgyfirii teriilete = R’z — r*7.

25 2. 2
TETEL: Korszelet teriilete: + =% — % = %(a —sin) .

II. A kor és egyenes kolcsonos helyzete:

Egy egyenesnek olyan pontja lehet a koron, mely a kozépponttdl sugarnyi tdvolsdgra van. Véltoz-
tassuk az egyenes tdvolsiagat a kor kozéppontjdhoz képest. 3 eset lehet:

— Ha az egyenes tavolsag a kozépponttdl a sugarnal nagyobb, akkor nincs kézos pont.

— Ha az egyenes tavolsaga a kozépponttdl a sugarral egyenld akkor 1 kézos pontjuk van.

— Ha az egyenes tavolsdga a kozépponttdl a sugarnal kisebb, akkor 2 kozos pontjuk van.
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DEFINICIO: Ha egy egyenesnek pontosan egy k6zos pontja van a korrel, akkor az egyenest a Kor
érintdjének nevezziik, kozos pontjukat pedig érintési pontnak nevezziik.

TETEL: A kor érintGje merdleges az érintési pontba hiizott sugarra.
TETEL: Egy kiilsd pontbdl a korhoz hizott két érintG szakasz egyenld hosszd.

DEFINICIO: Ha egy egyenesnek két kozos pontja van a korrel, akkor az egyenest szelnek nevez-
ziik.

TETEL: Korhoz hizott érintG- és szelgszakaszok tétele: Egy adott kérhoz adott kiils§ pontb6l
huzott érintdszakasz hossza mértani kdzepe az adott ponton at a korhoz hazott szelGszaka-
szoknak.

PE=+PA-PB

I1I. Kozépponti és keriileti szogek

DEFINICIO: Ha egy szog csticsa egy adott kor kozéppontja, akkor a szoget kozépponti szognek
nevezziik, a sz0g szarai két sugérra illeszkednek.

DEFINICIO: Ha egy szog csicsa egy adott kbrvonal egy pontja, szdrai a kor hdrjai, akkor a szoget
keriileti szognek nevezziik.
Specidlis: érintdszaru Keriileti szog: egyik szdra a kor hurja, mdasik szara a kor érintGje a hir
egyik végpontjiban.
A kozépponti szogek kapcsolatat egy koron beliil mar targyaltuk

TETEL: Kozépponti és Kkeriileti szogek tétele: Adott korben adott ivhez tartozé barmely keriileti
sz0g nagysaga fele az ugyanazon ivhez tartozé kézépponti szog nagysaganak.

BIZONYITAS: a kozépponti és a keriileti szogek helyzetének 4 esete van:
1. A kozépponti és a keriileti sz0g egy szdra egy egyenesbe esik.

C

A

N

[
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BOC haromszog egyenl§ szari OB=0C=r = OCB<=CBO<=0 = p=OBC hsi-

Jae

romszog kiils§ szoge, ami egyenld a nem mellette 1évG két belsd szog sszegével f=2a
B
= a=-.0
2
2. A kozépponti szog csucsa a keriileti szog belsejébe esik: Hizzuk be az OC 4tmérét, mely
az o szoget o és oy, B szoget By és B, részekre osztja.

<P,

A BD, illetve AD {vekhez tartozo keriileti és kozépponti szogek elhelyezkedése az 1. eset-
nek megfeleld, tehdt B; = 20 és B, = 2. Ebbdl kovetkezik, hogy

B

B=B1+B=204+20=2(a;+ ) =20 = a:E'D

3. A kozépponti szog csucsa a keriileti szog szogtartomanyén kiviil esik: Hizzuk be az OC
atmérét. Az o= oy — 0 és = By — P, Osszefiiggések irhatdk fel a DB és a DA ivekhez
tartozo keriileti és kozépponti szogek elhelyezkedésére az 1. esetnek megfeleld, tehat
Bi1 =20 és B, = 20y. Ebbdl kovetkezik, hogy

B=B1-B=201-20=2(0;— ) =20 = o=L[]

B
2

4. Ha a keriileti szdg érint6szard, akkor 3 eset van:
Jelolje & az AB iven nyugvo érintdszaru kertileti szog.

B

a) b)
éb 180°
'
T :
A

o < 90° o =90°
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a) 0° < a < 90°. Ekkor
BAO¥=ABO<=90°-a = AOB<=20a=f = oc:g.u

b)x=90° = B=180° = a=L.[]

Sk

¢) 90° < ax < 180°. Ekkor
BAO<=ABO<=a—-90° = AOB<=180°-2(a—90°) =360°-2a =
B

B=20= a:E.u

TETEL: Keriileti szogek tétele: adott kor adott ivéhet tartozo6 keriileti szogek egyenlS nagysdgiak
vagy adott kor adott AB hirja az AB iv belsG pontjaibdl ugyanakkora szogben latszik.

TETEL: Altaldnosan: egyenld sugarii korokben az azonos hossziisagi ivekhez tartozé keriileti sz6-
gek egyenld nagysaguak.

TETEL: Ebbdl megfogalmazhaté Thalész tétele és annak megforditasa: Azon pontok halmaza
sikon, amelyekbdl a sik egy AB szakasza derékszogben latszik, az AB atmérdjd korvonal, ki-
véve az A és a B pontokat.

DEFINICIO: Tekintsiink a sikon egy AB szakaszt és egy P pontot. Legyen APBX = o. Ekkor azt
mondhatjuk, hogy a P pontbdl az AB szakasz o szog alatt latszik. Az o szoget latészognek
nevezzik.

DEFINICIO: Azon pontok halmaza amelyekbdl a sik egy AB szakasza adott o (0° < o < 180°) sz6g
alatt latszik, két, az AB egyenesre szimmetrikusan elhelyezhet§ koriv, melynek neve az AB
szakasz o szogi latékorive. A szakasz két végpontja nem tartozik a ponthalmazba.

[

X

(s+]

o =90°

0<a<90° 90°< o < 180°

94



IV. Alkalmazasok:

» Ko6rhoz huzott érintd és szelGszakaszok tételével egy szakaszt aranymetszésnek megfeleléen
(a nagyobb rész és az egésznek az ardnya egyenld a kisebb rész és a nagyobb rész ardnyaval)
feloszthatunk.

» Korrel kapcsolatos ismeretek: Kormozgas, forgémozgés, épitészet

o Latoszog: haromszog szerkesztésében (pl.: adott a, ¢, m, esetén haromszog szerkesztése),
terepfeladatokban, csillagdszatban

* A kor teriilete, keriilete: térgeometriai szdmitdsok
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19. Vektorok. Vektorok alkalmazasa
a koordinatageometriaban

Vazlat:

I. Vektor, vektor hossza, vektorok egyenldsége, parhuzamossaga
II. Vektormtiveletek, tulajdonsdgaik
III. Vektorok a koordinitasikon
IV. Szakaszok, azok osztépontjai a koordinatasikon
V. Alkalmazisok

Bevezetés:

A vektor fogalma absztrakci6 utjan alakult ki, hasznélata a matematikdban és a fizikdban végigki-
séri tanulményainkat. El6szor az eltolds, mint geometriai transzformacié kapcsan tanulméanyozzuk,
ezalatt tapasztaljuk, hogy a vektormodellben val6é gondolkodas segit a problémamegoldasban, fizi-
kaban a jelenségek értelmezésében, pl. elmozdulds, erd, sebesség leirdsdban, a munka jellemzésé-
ben. Descartes az 1600-as években alkotta meg a derékszogli koordindtarendszert, Hamilton {r ma-
tematikus és csillagdsz haszndlta el&szor a vektor elnevezést az 1800-as években.

Kidolgozas:

I. Vektor

Az eltolds, mint egybevigdsdgi transzformicié megadhatd az eltolds irdnydval és nagysigaval,
vagyis egy vektorral.

Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik. Jel: AB = v, A: kezd6pont, B: végpont (ez szemléletes
megoldds, a vektor alapfogalom, nem definialjuk).

V

DEFINICIO: A vektor abszoliit értéke a vektort meghatdroz6 irdnyitott szakasz hossza. Jele: | AB | .

DEFINICIO: Az a vektor amelynek abszoldt értéke nulla, nullvektor. Jele: 0. A nullvektor irdnya
tetszGleges, tehdt minden vektorra merdleges, és minden vektorral parhuzamos.

DEFINICIO: Két vektor egyiranyd, ha a két vektor parhuzamos, és azonos irdnyba mutat.

DEFINICIO: Két vektor ellentétes irdanyu, ha a két vektor parhuzamos, de ellentétes irdnyba mutat.
_a .
B
/ ’
_a .
-+
b

aE\
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DEFINICIO: Két vektor egyenld, ha egyiranyuiak és abszolit értékiik egyenld.

DEFINICIO: Két vektor egymads ellentettje, ha ellentétes irdnydak és abszoliit értékiik egyenld.

I1. Vektormiiveletek

DEFINICIO: Az a és b vektorok osszege annak az eltoldsnak a vektora, amellyel helyettesithetd
az a vektorral és a b vektorral torténd egymasutanja. Jele: a+b.

haromszog-szabaly paralelogramma-szabaly

Ellentett vektorok dsszege a nullvektor: a+(—a)=0.

Vektorosszeadas tulajdonsagai:
1. kommutativ: a+b =>b+a (6sszeg nem fiigg az 6sszeadandok sorrendjétdl).
2. asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c) (az 6sszeg fiiggetlen az 6sszeadanddk csoportositasatol).

DEFINICIO: Az a—b kiilonbségvektor az a vektor, amelyhez a b vektort adva az a vektort

kapjuk. Jele: a—b.

Az a—b ésa b—a egymds ellentettjei.

DEFINICIO: Egy nullvektortdl kiilonbozd a vektor tetszSleges A valés szammal (skalarral) vett
szorzata egy olyan vektor, amelynek abszolut értéke | A || a | és A >0 esetén a-val egyira-
nyud, A < 0 esetén a-val ellentétes irdnyu.

A nullvektort barmilyen valds szimmal szorozva nullvektort kapunk.
Skalarral vett szorzas tulajdonsagai:
a-at+f-a=(a+p)a
1. disztributiv: atfra=@+p)a
a-ata-b=o-(a+b)
2. asszociativ: - (B-a)=(c-B)-a

DEFINICIO: Tetszdleges a, b vektorokkal és o, B val6s szamokkal képzett v=c-a+ f-b vektort
az a és b vektorok linearis kombinaci6janak nevezziik.

TETEL: Ha a és b nullvektortdl kiilonb6zG parhuzamos vektorok, akkor pontosan egy olyan o va-

16s szam létezik, amelyre b= -a.
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TETEL: Ha a és b nullvektortdl kiilonboz8, nem parhuzamos vektorok, akkor a veliik egy sikban
levé minden ¢ vektor egyértelmien el6all a és b vektorok linedris kombindcidjaként, azaz
c=0o-a+ f-b alakban, ahol o és B egyértelmien meghatdrozott valés szdmok. Ez azt je-

lenti, hogy ¢ egyértelmien felbonthaté a-val és b -vel parhuzamos osszeteviokre.
DEFINICIO: A linedris kombinécidban szereplé a és b vektorokat bazisvektoroknak nevezziik.
DEFINICIO: Két vektor szoge:

» Egyallasu vektorok szoge 0°, ha egyirdnydak; vagy 180° ha ellentétes irdnyuak.

* Nem egyadllasu vektorok esetén a vektorok hajldsszogén a kozos pontbdl kiindulé vekto-
rok félegyenesei altal bezart konvex szoget értjiik.

b
b
o N o N
a a

DEFINICIO: TetszGleges két vektor skaldris szorzata a két vektor abszolidt értékének és hajlds-
sz0giik koszinuszdnak szorzata: a-b = | a | | b | -Cos .

Skalaris szorzat tulajdonsagai:
1. kommutativ: a-b=b-a.
A-(a-b)=(A-a)-b=a-(A-b)

2. disztributiv:
(a+b)-c=a-c+b-c

TETEL: Két vektor skaldris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor merSleges egymadsra:
a-b=0 & alb.

II1. Vektorok a koordinata-rendszerben

DEFINICIO: A sikbeli derékszogl (x; y) koordindta-rendszer bazisvektorai az origébdl az (1;0)
pontba mutaté i €s a (0; 1) pontba mutaté j egységvektorok.

DEFINICIO: A derékszogi koordindta-rendszerben az A(aj, a;) pont helyvektora az origébdl az
A pontba mutaté vektor.
yh

2
QL

DEFINICIO: A derékszogil koordindta-rendszerben egy vektor koordinatainak nevezziik az origd
kezd&pontu, vele egyenld helyvektor végpontjanak koordinatdit. Jele: a(a;,a,).
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TETEL: (Az elbbiek alapjdn) a koordindtasik 6sszes v vektora egyértelmden elédll i és j vekto-
rok linedris kombindcidjaként v =v,-i+v,-j alakban. Az igy meghatdrozott (v{, v,) rende-

zett szampart a v vektor koordinatainak nevezziik. Jele: v(v;,v,).

TETEL: Vektor koordindtdinak kiszdmitdsa kezdd, és végpontjanak segitségével: A(ay, a»),
B(by, b)) = AB(b,—a;,by—a,).

TETEL: Haa v vektor koordindtdi v(v|,v,), akkor a vektor hossza |v|=\{ +v3 .

Vektormiiveletek koordinatakkal:
Legyenek a(a;,a,) és b(b;,b,) adott vektorok.

TETEL: Két vektor osszegének a koordinatai az egyes vektorok megfelelS koordinétdinak ossze-
gével egyenlSk: a+b(a; +by,a, +b,).

TETEL: Két vektor Kiilonbségének koordinitii az egyes vektorok megfeleld koordindtdinak
kiilonbségével egyenls: a—b(a; —by,a, —b,).

TETEL: Vektor szamszorosanak koordinatai: Aa(Aq,,a,).
TETEL: Vektor ellentettjének koordinatai: —a(—a;,—a,) .

TETEL: Két vektor skalaris szorzata koordinatakkal: a-b = a,b, + a,b, , azaz a megfelel§ koor-
dinitdk szorzatdnak Osszege.

BIZONYITAS:
a(a;,ay) =

a=ajit+a,j
é(bl,bz) = Q:bli"l‘bzl

g'b=(a1£+a21)'(b1é+b21)=a1bli2 +a1b2i'l+a2bli'l+azbzl2
;'2 =1-1-cos0°=1
j*=1-1-cos0°=1

ij=j-i=1-1-c0s90°=0

= Q-12=a1b1+a2b2u

TETEL: Ha egy vektort 90°-kal elforgatunk, koordinatéi felcserélédnek és az egyik elGjelet valt:
Az a(ay,a,) vektor +90°-os elforgatottjdnak koordinatdi: a’(-a,,q;).

—90°-os elforgatottjanak koordindtdi: a”(a,,—ay).

IV. Szakaszok a koordinatasikon

TETEL: A sikbeli derékszogl koordindtarendszerben az A(al,az) és B(bl,bz) végpontokkal

meghatédrozott szakasz hossza az AB hossza: ‘E‘ = \/ (b1 —-a )2 + (b2 -, )2 , ami egy-

ben az A és B pontok tavolsaga.

99



Szakasz osztopontjainak koordinatai, ahol A(ay, ay) és B(bq, by):

. . . . + +
TETEL: Szakasz felez6pontjdnak koordinatdi F (al—bl; Mj

2 2
BIZONYITAS:
— b—-a b—a a+b
AF=2_% =a+2_==2"2 1
5 [Tt ET
A_(01i02)
g _Bby;by)
g 1 b )
b
0 1 X
H(2a13+ bl . 2023"1‘ b2 j
TETEL: Szakasz harmadolépontjainak koordinatai .
a1+2b1'a2+2b2j
3 3
BIZONYITAS:
h:a+m=a+A—B:a+é_Q _2a+b
- = - 3 = 3 3 0
- 2AB 2(b-a) a+2b
=a+AG=a+ =a+ ===
§=4 ) 3
A
H
A\ A\T! e

, P + +
TETEL: Az AB szakaszt p : g ardnyban osztd pont koordindtai: R(qal Pby . 44, + pby j

p+q = p+g
BIZONYITAS:
AR _P _ AR=_P _Ag-_P -(b-a)
B ¢ rPtq rPtq
ﬁ=[=—A+E=Q+ P (b—a) = N
ptq

or=4r+a)+tplb-a) _patqa+pb-pa_qga+pb

p+q p+q p+q
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V. Alkalmazasok:

vektorok bizonyitdsban: haromszog silypontja harmadolja a stdlyvonalakat; Euler-egyenes:
a haromszog koré irhaté kor kozéppontja, silypontja, magassdgpontja egy egyenesen van €s
KS _1
SM 27

szogfiiggvények tetszlleges forgdsszogre torténd definidldsa egységvektorok segitségével
torténik

fizikdban vektormennyiségek (er§, elmozdulds) Osszeaddsdban, felbontdsaban, munka
egyenld az erd és az elmozdulds skaldris szorzatdval

skaldris szorzat: koszinusztétel bizonyitdsa

koordindtageometridban az egyenes normadlvektora, illetve irdnyvektora segitségével az

egyenes egyenletének felirdsa
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20. Egyenesek a koordinatasikon. A linearis fiiggvény
grafikonja és az egyenes. Elsofoku egyenlétlenségek

Vazlat:

I. Egyenes, egyenest meghatirozé adatok, parhuzamossag, illetve merdlegesség feltételei
II. Az egyenes egyenletei
III. A linedris fiiggvény grafikonjanak és az egyenesnek kapcsolata
IV. Els6fokud egyenlétlenségek (egy-, tobbismeretlenes egyenltlenségek)
V. Alkalmazésok

Bevezetés:

A koordinitageometria (analitikus geometria) alapvetd jellemzdje, hogy geometriai problémakat,
feladatokat algebrai moédszerekkel, a koordindta-rendszer segitségével targyalja és oldj meg.
A geometridnak ez a megkozelitése el6szor Apolloniosz kuipszeletekrdl irt konyvében jelenik meg
Kr.e. 3. szdzadban. Majd foglalkozott még ezzel Hipparkhosz, Papposz is. Descartes 1637-ben
megjelent Geometria c. konyvét tekintjiik az els§ koordindtageometriai miinek, ebben mar kovet-
kezetesen hasznalja az djkori matematikai jeloléseket.

Kidolgozas:

I. Egyenest meghatarozé adatok

Egy egyenest a sikban egyértelmlien meghatdrozhatunk 2 pontja, vagy egy pontja és egy, az alldsit
jellemzG§ adata segitségével. Ilyen, az egyenes alldsét jellemzd adat: az egyenes irdnyvektora, nor-
malvektora, irdnyszdge, irdnytangense.

DEFINICIO: Az egyenes iranyvektora barmely, az egyenessel parhuzamos, nullvektort6l kiilonbo-
z6 vektor. Jele: v(vy;v,) .

DEFINICIO: Az egyenes normalvektora barmely, az egyenesre merdleges, nullvektortdl Kiilonbo-
zG6 vektor. Jele: n(A; B).

DEFINICIO: Az egyenes iranyszogének nevezziik azt a —% <o S% szoget, amelyet az egyenes az
x tengely pozitiv irdnyaval bezar.

DEFINICIO: Az egyenes irdnyszogének tangensét (amennyiben létezik) az egyenes iranytangensé-
nek (iranytényezdjének vagy meredekségének) nevezzik. Jele: m=tga. Az o =%= 90°

irdnyszogd, vagyis az y tengellyel pdrhuzamos egyenesnek nincs irdnytangense.
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y

V(v; Vo)

Osszefiiggések az egyenes allasat meghatarozo adatok kozott:

* ha az egyenes egy irdanyvektora v(v;;v,), akkor normdlvektora lehet n(—v,;v;) vagy
n(vy;—vy), illetve meredeksége m = LoR tgo , ebbdl felirhatd az o irdnyszog is.
Vi
* ha az egyenes egy normalvektora n(A;B), akkor irdnyvektora lehet v(—B;A) vagy

v(B;— A) ; illetve meredeksége m = —% (B #0) = tgo, ebbdl felirhat6 az o irdnyszog is.
* ha az egyenes meredeksége m, akkor ebbél irdnyszoge o = arctgm, irdnyvektora lehet:
v(1; m) , normdlvektora n(—m;1) vagy n(m;—1).

* ha az egyenes iranyszoge o, akkor meredeksége m = tga. Ebbdl irdnyvektor és normalvek-
tor is meghatdrozhat6. Ha o = 90°, akkor m nem 1étezik, de v(0;1), illetve n(1;0).

Osszefiiggés az egyenes két adott pontja és az egyenes allasiat meghatirozoé adatok kozott:

Ha az egyenes két kiillonbozG pontja A(ay; ap) és B(by; by), akkor AB lehet az egyenes egy irdny-
vektora: v(b, —a;;b, —a,) egy normélvektora n(a, —b,;b,—a;) vagy n(b,—a,;b, —a;), mere-

) b, -a 1 ek oA
deksége m =—2—=2; ebbdl felirhat6 irdnyszoge is: o = arctgm.
1~

Két egyenes merdlegessége és parhuzamossaga:
Legyen két egyenes e és f, irdnyvektoraik v, és v s » normalvektoraik: n, € n,, irinyszogeik o,

€s o, irdnytangenseik m, €s my (ha léteznek)
« elfe v, llvy, azaz van olyan A (#0) val6s szdm, hogy v, =A-v, vagy

n,|n;, azaz van olyan A (# 0) val6s szdm, hogy n, =A-n,, vagy

O, = O, vagy
m, = my.

c elfe v, Lvy,azaz y,-v, =0, vagy
n,lns azazn,-n, =0, vagy
n,=A-v,; (A#0), vagy
v,=A-n; (A#0), vagy

m, - mp=—1
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I1. Az egyenes egyenletei

DEFINICIO: Egy alakzat egyenletén, a sikbeli xy koordinéta-rendszerben, olyan egyenletet értiink,
melyet az alakzat pontjainak koordinétéi kielégitenek, de mas sikbeli pontok nem.

TETEL: Ha egy egyenesnek adott a Py(xq; yo) pontja €s egy n(A; B) normdlvektora, akkor az egye-
nes normalvektoros egyenlete: Ax + By = Axg + By.

BIZONYITAS: Egy P(x;y) pont akkor és csak akkor van rajta az e egyenesen, ha a ﬁ vektor
mer6leges az egyenes n(A; B) normélvektordra.
Ha P, pont helyvektorat r,, a P pont helyvektordt a r jeldli, akkor ﬁ=[— o
koordinatdkkal ﬁ =(X—X0;Y~ ) -

y e

J

FyP akkor és csak akkor merdleges az egyenes normdlvektorara, ha skaldris szorzatuk 0,

azaz ﬁ -n=0, vagyis (x —xg) - A+ (y —y9) - B=0, rendezve Ax + By = Axy + By,.L]

TETEL: Ha egy egyenesnek adott a Py(xo; yo) pontja és egy v(v;;v,) irdnyvektora, akkor az egye-
nes iranyvektoros egyenlete: vox — vy = voxg — v g.

BIZONYITAS: Ha v(v;;v,) irdnyvektor, akkor n(v,;—v,) egy normdlvektor. Ezt helyettesitve
(A =vy; B=-v1) anormélvektoros egyenletbe, kész a bizonyitas.[

TETEL: Ha adott az y tengellyel nem parhuzamos egyenes egy Py(xo; yo) pontja és m irdnytangen-
se, akkor iranytényezds egyenlete y — yo = m - (x — xq).

BIZONYITAS: Ha m irdnytényezd, akkor v(1;m) irdnyvektor, vagyis n(m;—1) normélvektor. Ezt
behelyettesitve (A =m; B =—1) a normdlvektoros egyenletbe mx —y=mxy—yo & y—yy=
=mx—mxog & y—yg=m- (x —xg).ll

TETEL: Az y tengellyel parhuzamos, Py(xy; yo) ponton dtmend egyenes egyenlete: x = xj.

DEFINICIO: Két egyenes metszéspontja (ha 1étezik) egy olyan pont, amely illeszkedik mindkét
egyenesre.
A metszéspont koordindtéi a két egyenes egyenletébdl 4ll6 egyenletrendszer megoldésai.

DEFINICIO: Két egyenes hajlasszoge visszavezethets irdanyvektoraik vagy normélvektoraik szogére.
n,-n

Két vektor szogét skalaris szorzattal szadmolhatjuk ki: cos<p=| _e| |_ |, vagy
Ee : Ef
‘_)e‘_}f
COSQ = T———.
v [ v |
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I1I. A linearis fiiggvény és az egyenes

TETEL: egyenes = linedris fiiggvény:
A fenti egyenes egyenletekbdl 14thatd, hogy a koordinatasik minden egyenese Ax + By + C=0
alakba frhat6, ahol A és B koziil legaldbb az egyik nem 0. A megforditas is igaz, azaz minden
Ax + By + C =0 egyenlet, ahol A és B koziil legalabb az egyik nem 0, a koordinatasik vala-
melyik egyenesének egyenlete.

Ebbl y = —%x —% alakd, ha B # 0, vagyis y = ax + b.

Ha B =0, akkor Ax + C = 0 az egyenlet, de ekkor v; =0, azaze|y = x= —%.

Nem minden egyenes lehet linedris fiiggvény grafikonja, mert az y tengellyel parhuzamos
egyenes nem lehet semmilyen fiiggvénynek a grafikonja. Egyenlete x = konstans, azaz
egyetlen x értékhez tobb hozzarendelt érték nem lehet fliggvénynél.

TETEL: linedris fiiggvény = egyenes:
A linedris fiiggvények x — ax + b grafikonjanak egyenlete y = ax + b. Az elSbbiek alapjan

ez egyenes egyenlete.
Ha a =0, akkor y = b, ez az x tengellyel pairhuzamos egyenes.

Ha a # 0, akkor olyan egyenes, amely sem az x tengellyel, sem az y tengellyel nem parhuza-
mos.

IV. Elséfoku egyenlétlenségek

DEFINICIO: Elséfoku egyismeretlenes egyenlétlenségek ax + b > 0 (a # 0) alakba hozhat6ak.

Ha a > 0, akkor x>—é Ha a < 0, akkor x<—é
a a

yb  y=ax+b y

y =ox+b

Q|
o
>

Ql o,
=)
>

Megengedett az egyenlGség is, igy természetesen a megoldasban is.

DEFINICIO: Elséfoku kétismeretlenes egyenlétlenségek ax + by + ¢ > 0 (a # 0) alakba hozhatdak.

Ha b > 0, akkor Ha b < 0, akkor Ha b = 0, akkor
y> —%x —% y< —%x —% ax + ¢ > 0. (egyismeretlenes)
y
\\\ a<0
a>0 T a ¢
E Y =_EX )
St
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V. Alkalmazasok:

106

* adott tulajdonsigu ponthalmazok keresése, ha elemi mddszerrel nem boldogulunk.
» kétismeretlenes egyenl6tlenségrendszer megoldésa

—Tx+5y<0

Pl. 4x+y<12;x,yeZ
x=2y<-4

P(2; 2) az egyetlen megfelel§ pont = x=2,y=2

[

* linedris programozds (egyes folyamatok leggazdasdgosabb megszervezésének mddszere)
bizonyos linedris egyenlGtlenségrendszerek megoldasaval és ennek feltételeivel foglalkozik.

* elemi geometriai problémak egyszeriibb megoldasa:

* A haromszog magassagvonalai egy pontban metszik egymast. Eddig ezt geometriai médon
bizonyitottuk, koordinita-geometriai ismeretekkel beldthatjuk algebrai mdédszerekkel. Cél-
szerl A(a; 0), B(b; 0) C(c; 0) helyzetbe illeszteni a hdromszdget.

» egyenletes mozgasok ut-id§ grafikonja mindig egyenes (szakasz); a mozgdsok vizsgalatakor
a mozgds palydjanak ismeretében informacidkat kaphatunk a mozgasrol:
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21. A kor és a parabola a koordinatasikon.
Masodfokii egyenlotlenségek

Vazlat:

I. Kor definicidja, egyenlete
II. Kor és egyenes kdlcsonos helyzete
III. Két kor kolesonds helyzete
IV. Parabola definiciéja, egyenletei
V. Parabola és egyenes kolcsonos helyzete
VI. Masodfoku egyenlGtlenségek
VII. Alkalmazdsok

Bevezetés:

Mir a Kr.e. 3. szdzadban élt nagy goérdog matematikus, Apolléniosz is foglalkozott a kipszeletekkel:
a korrel, az ellipszissel, a paraboldval és a hiperboldval. 8 kotetes miivének 6ridsi hatdsa volt a ké-
s6bbi korok matematikusaira (Arkhimédészre, Descartes-ra, Fermat-ra). Az 6 munkassagatdl fiig-
getleniil el6szor Euler irt a kipszeletekrdl 1748-ban.

Kidolgozas
I. Kor és egyenlete

DEFINICIO: A kor azon pontok halmaza a sikon, amelyek egy adott ponttdl adott tdvolsdgra van-
nak. Az adott pontot a kor kdzéppontjanak, az adott tdvolsagot a kor sugardnak nevezziik.
Tehat a kort a sikon egyértelmtien meghatdrozza a kozéppontja és sugara.

TETEL: A C(u; v) kozéppontd, r sugari kor egyenlete (x — u)> + (y — v)> = 12

BIZONYITAS: A P(x;y) pont akkor és csak akkor van a koron, ha CP tdvolsdg éppen r, azaz
CP=r.

4 kK Py

0 X

CP=\/(x—u)?+(y—v)? =r = mivel mindkét oldal nemnegativ, négyzetre emeléssel ek-
vivalens kifejezéshez jutunk: (x — u)? + - v)? = 2, amit a kor pontjai kielégitenek, de més
pontok nem. [J

A kor egyenlete kétismeretlenes masodfoki egyenlet, hiszen az egyenlete:
2 +y?—2ux—2vy+u> +v -1 =0
alakra hozhatd, azaz talakithat6:

¥+ +Ax+By+C=0
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alakira, ahol A, B, C olyan valés szdmok, amelyekre A% + B> —4C > 0.
Ekkor a kor kdzéppontjanak koordintdira:

2u=A = MZ—%; —-2yv=B = v:_g;

illetve
2 2 2. p2 2, R2_
u2+v2_r2:C:> A_+B__I"2=C = r2:A;B_C = ’,-2:AL4C =
4 4 4 4
e \/AZ +B2-4C _JA2+B2-4C
4 2 ’
. .. 7 . 2 2_ e 7 . .

Azaz a kor kozéppontja C (—%;—g) , sugara r = —“A+§4C Ebbdl lathatjuk, hogy nem min-

den x* + y? + Ax + By + C = 0 egyenlet kor egyenlete.

I1. Kor és egyenes kolcsonos helyzete

Egy sikban egy kornek és egy egyenesnek haromféle helyzete lehet: nincs kozos pontjuk, egy
kozos pontjuk van (az egyenes érinti a kort), két k6zos pontjuk van (az egyenes metszi a kort).

e
e E ",
k
<::::_::::> \\iiillllliii\ My
e

enk=9 enk=E enk={My; My}

Egy kor és egy egyenes kozos pontjainak a meghatarozasa az egyenleteikbdl 4ll6 egyenletrend-
szer megoldasaval torténik a kovetkezd modon:

Az egyenes egyenletébdl kifejezziik az egyik ismeretlent, és azt a kor egyenletébe behelyettesitjiik.
Igy egy masodfokii egyismeretlenes egyenletet kapunk.

Az egyenlet diszkrimindnsa hatdrozza meg a koz6s pontok szamét. Ha D > 0, akkor az egyenletnek
2 megolddsa van, vagyis az egyenes metszi a kort. Ha D = 0, akkor az egyenletnek egy megolddsa
van, vagyis az egyenes érinti a kort. Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs megoldésa, vagyis az
egyenesnek és a kornek nincs kozos pontja.

I11. Két kor kolcsonos helyzete
A sikon két kornek 0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet.

ki ky

ky
Ky

k1('\k2=® k1ﬁk2:E, k1ﬁk3=E k1ﬁk2={M1,M2}
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Két kor kozos pontjainak a meghatarozasa az egyenleteikbdl dllé egyenletrendszer megoldasa-
val torténik a kdvetkezé modon:

Mindkét kor egyenletét tigy alakitjuk, hogy alakja x> + y*> + Ax + By + C = 0 tipusi legyen. Ezutdn
vonjuk ki a két egyenletet egymasbdl.

Ekkor egy elséfokd kétismeretlenes egyenletet kapunk, ami egy egyenes egyenlete (ha azt kapjuk
a végén, hogy a két kor érinti egymast, akkor ez az egyenes az érintd; ha azt kapjuk, hogy a korok
metszik egymast, akkor ez az egyenes a két metszéspontot 6sszekotS hiir egyenese; ha azt kapjuk,
hogy a két kornek nincs k6zos pontja, akkor ez az egyenes merdleges a két kor kozéppontjan dtme-
nd egyenesre és nincs kozos pontja a korokkel).

Innen gy folytatjuk, ahogy kor és egyenes kolesonds helyzetének megéllapitdsakor tettiik. Ha az
egyenletrendszernek pontosan egy szdmpdr a megolddsa, akkor a két kor érinti egymast; ha a ko-
zéppontok tdvolsdga egyenlG a két sugdr Osszegével, akkor a két kor kiviilrdl érinti egymadst,
ha a kézéppontok tavolsidga egyenl§ a két sugar kiilonbségével, akkor a kisebb sugard kor beliilr6l
érinti a nagyobb sugard kort.

IV. Parabola és egyenletei

DEFINICIO: A parabola azon pontok halmaza a sikon, amelyek a sik egy v egyenesétdl és az egye-
nesre nem illeszkedd F pontt6l egyenld tdvolsdgra vannak.
Az adott egyenes a parabola vezéregyenese (direktrixe), az adott pont a parabola féokusz-
pontja.

A vezéregyenes és a fokuszpont tadvolsdga a parabola paramétere (p > 0).

A fékuszpontra illeszkedd €s a vezéregyenesre merSleges egyenes a parabola szimmetriaten-
gelye, roviden tengelye (7).

A parabola tengelyen 1évS pontja a parabola tengelypontja (7). A tengelypont felezi a f6-
kusz és a vezéregyenes tavolsagat.

TETEL: Az F (O;%) fokuszponti y = —g vezéregyenesi parabola egyenlete: y = %xz .
p

Ez azt is jelenti, hogy a parabola tengelypontja 7(0; 0), paramétere p (és a fokusza a tengely-

allasu), ekkor a parabola egyenlete y = %xz .
p

ranl)

pont felett van, azaz a parabola ,,pozitiv

BIZONYITAS:
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A vezéregyenes egyenlete: y = —g . Egy sikbeli P pont akkor és csak akkor illeszkedik a pa-

raboldra, ha a parabola fokusztdl és vezéregyenesétll egyenld tdvolsagra van. A P pont és
a vezéregyenes tdvolsdga egyenl§ a PQ tavolsdggal, ahol Q a P pont merGleges vetiilete a v

vezéregyenesen, ezért Q(x; —g) .

azaz

+L ) = X2+ y-5 .
(y 2) ! (y 2)
Mivel mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens egyenletet ad:
2 2
Pl _ 2 14
+2) =x2+|y-%
(y 2) g (y 2 )

2 2
y2+py+p7=x2+y2—py+p7

2py=x* = (mivel p>0): y =2Lx2 (origd tengelypontd F (O;g) fokuszponti parabola
p

tengelyponti egyenlete).

TETEL: A p paraméterd T(u, v) tengelypontd paraboldk tengelyponti egyenlete és jellemzdik:
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Minden masodfoku fiiggvény az y tengellyel parhuzamos tengely( parabola, és minden y tengellyel

parhuzamos tengely( parabola valamelyik mdsodfoku fiiggvény grafikonja.

= fix)=a-x>+b-x+c=y teljes négyzetté alakitva talakithaté y = i%(x —u)? +v alakba.
p

& Minden y= izL(x—u)2 +v parabola esetén zardjelfelbontds, dsszevonds utdn megkaphat6 az
p

y=a-x*++b-x+calak.

V. Parabola és egyenes kozos pontjainak a szama lehet 2, 1, 0.

p p p p
e
vagy
e
- . /

2 kozos pont 1 kdzds pont 0 kozos pont

Az a tény, hogy a paraboldnak és az egyenesnek egy k6zos pontja van, nem jelenti azt, hogy az
egyenes érint§je a paraboldnak, mert az is lehetséges, hogy az egyenes parhuzamos a parabola ten-

gelyével.

DEFINICIO: A parabola érintdje olyan egyenes, melynek egy kozos pontja van a paraboldval és

nem parhuzamos a parabola tengelyével.

Parabola és érintdjének meghatarozasa kétféle modon:

* Az egyenes egyenletét egy paraméterrel felirva (célszeri paraméternek az m meredekséget

valasztani), ilyenkor is figyelni kell, hogy m ne a tengellyel parhuzamos egyenesre utaljon.
Olyan m értéket keresiink, amely az egyenesre felirt els6foku, paraméteres, kétismeretlenes
egyenletnek, vagyis egyenletrendszernek pontosan egy megoldédspdarjat adja.

A megoldds mddja pl. a parabola egyenletébdl behelyettesitiink az egyenes egyenletébe
(vagy forditva), ekkor egy paraméteres, egyismeretlenes, masodfoku egyenletet kapunk.

Az egyenes akkor és csak akkor érinti a paraboldt, ha az egyenlet diszkrimindnsa 0. Az igy
kapott (dltaldban m-re nézve masodfoki) egyenlet valés megoldédsai (ha léteznek) adjak
a kérdéses érint6k meredekségét, amibdl egyenletiik mar felirhato.

Az y tengellyel parhuzamos tengely( parabola érintGjének meredeksége a parabola egyenle-
tébdl kaphaté mésodfoku fiiggvény derivéltjdbdl hatdrozhaté meg (ez joval gyorsabb és egy-
szer(ibb az el6z6 modszernél).

Az y tengellyel nem parhuzamos tengelyd, vagyis az x tengellyel parhuzamos tengelyd para-
bola érint6jének meredeksége a parabola egyenletébdl kaphaté gyokfiiggvény (figyelni kell,
hogy melyik 4gat nézziik) derivaltjabol hatdrozhaté meg (ez bonyolultabb, nagyobb odafi-

2~

gyelést kivan az el6z6 mdédszernél).

VI. Masodfoku egyenldtlenségek

DEFINICIO: Egyenlétlenségrdl beszéliink, ha algebrai kifejezéseket a <, >, <, > jelek valamelyiké-

vel kapcsoljuk Ossze. Ha ezek a kifejezések masodfokdak, akkor masodfoki egyenldtlen-
ségrdl beszéliink.

Az egyenlétlenségek megoldasi médszerei hasonldak az egyenletek megoldasi médszereihez:

1. A mérlegelv alkalmazasandl az egyik eltérés a negativ értékkel val6 szorzds, illetve osztds,

mert ekkor az egyenl6tlenség irdnya megvaltozik. Ezért el kell keriilni az ismeretlent tartal-
maz6 kifejezéssel torténd szorzast, osztast. Ehelyett O-ra rendezés utan elGjelvizsgalatot kell
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végezni, amit célszer grafikusan megoldani. Masik eltérés a két oldal reciprokanak vétele-
kor 4ll fenn. Mindkét oldal reciprokdt véve, ha az egyenlStlenség mindkét oldaldn negativ ki-
fejezés all, akkor a reldcié irdnya megvaltozik, kiilénben a rel4dcié nem valtozik.

. Grafikus megoldas: A masodfoki egyenlStlenségek megoldasandl fontos szerepet jatszik,

hogy az egyenlétlenségekben szerepld mdsodfoku kifejezések grafikonja a koordinata-
rendszerben parabola. A masodfoku egyenlet megolddsdhoz hasonléan O-ra rendeziink gy,

hogy a féegyiitthaté pozitiv legyen, tehit a > 0. Ekkor ax’> +bx+c¢ >0, ax’ + bx +c >0,
ax* + bx + ¢ < 0 vagy ax’ + bx + ¢ < 0 alakii minden masodfoki egyenl6tlenség.

Ha a bal oldalon 4116 kifejezés dltal meghatdrozott fiiggvényt (f(x) = ax> + bx + c) dbrazoljuk,
akkor, mivel a értéke pozitiv, ezért feliil nyitott, pozitiv allasd parabolat kapunk. Az egyen-
16tlenség megoldasa ekkor egyenértékid az f{x) = 0, fix) <0, fix) >0, illetve fix) <0 vizsga-
lattal.

Ehhez el6szor hatdrozzuk meg az f(x) fiiggvény zérushelyeit:

* Ha két zérushely van, X; és X, (ahol X, <X, ), akkor lehetGségeink az f(x) fliggvény el6-

jelére (flxy) = fxp) = 0):

Egyenléotlenség Megoldashalmaz
ax> +bx+¢>0 X € ]—o0, x2] U [x1, o[
ax’> +bx+c¢>0 X € ]—o0, xp[ U Jxy, oo[
ax>*+bx+c<0 X €[x2, x1]

ax* +bx+c<0 X € |xy, x1[

Azaz, ha > helyett >, < helyett < szerepel csak, akkor megolddsunkban a zart intervallum-
végeket nyitottra cseréljiik.

* Ha egy zérushely van, x;, akkor lehetGségeink az f(x) fiiggvény elGjelére (f{x;) = 0):

Egyenlétlenség Megoldashalmaz
ax* +bx+c¢>0 xeR

ax* +bx+¢>0 xeR\ {x;}
ax’> +bx+¢<0 X=x

ax* +bx+c¢<0 xef{}




 Ha 0 zérushely van, akkor f(X) mindeniitt pozitiv:

Egyenlétlenség Megoldashalmaz
ax> +bx+¢>0 xeR
ax> +bx+¢>0 xeR
ax’> +bx+c¢<0 xe{}
ax>* +bx+c<0 xe{}

VII. Alkalmazasok:

Koordinatageometria segitségével elemi geometriai feladatok algebrai uton oldhaték meg:

* Adott tulajdonsdgu ponthalmaz keresése: Mi azon P pontok halmaza, amelyekre adott A, B

esetén PA_1 ?
PB 3

(Apolléniosz-kor)

» Kor teriiletének meghatdrozasa integraldssal (kell hozza az integrdlandé fiiggvény)

r
2
x2+y2=r2 = y=\/r2—x2 = T=I\/r2—x2dx=—r4”
0

y

* A parabolaantenna miikodésének 1ényege a parabola és fékuszanak tulajdonsidgdval magya-

rézhat6: a tengellyel parhuzamosan beesd jel a fékuszon keresztiil verédik vissza.
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* Mesterséges égitestek pdlydja az igynevezett szokési sebesség esetén parabola.

» Sz¢€lsGérték-feladatok megoldésa.
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22. Szogfiiggvények értelmezése a valos szamhalmazon,
ezek tulajdonsagai, kapcsolatok ugyanazon szog
szogfiiggvényei kozott. Trigonometrikus fiiggvények
transzformaltjai

Vazlat:

I. A szogfiiggvények dltaldnos definicidja
II. A szogfiiggvények dbrdzolasa és jellemzése
III. Kapcsolatok egyazon szog szogfiiggvényei kozt
IV. Trigonometrikus fiiggvények transzformaltjai
V. Alkalmazésok

Bevezetés:

A trigonometria az Okori csillagdszat segédeszkozeként jott 1étre. Az els§ irdsos emlék Ptole-
maiosztol szdrmazik. Késébb az arab és a hindu csillagdszok is foglalkoztak a matematikdnak ezzel
az 4gaval, pl. ismerték a szinusztételt. A trigonometria végleges formdba Ontése Euler nevéhez
fazédik.

Kidolgozas:

I. Szogfiiggvények altalanositasa

A hegyesszogek szogfiiggvényeit derékszogl haromszogekkel vezetjiik be. Kihasznaljuk, hogy két
derékszogli haromszog hasonld, ha valamely hegyesszogiik megegyezik. A hasonlésag kovetkezté-
ben egy derékszogl hdromszog oldalainak ardnydt a hdromszog egyik hegyesszoge egyértelmtien
meghatdrozza. Erre a fiiggvényszeri kapcsolatra vezetjiik be a szogfiiggvényeket:

DEFINICIO: sina =2, cosa :Q, tgor =
c

a
—, ctgo =
c b £

Qo
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DEFINICIO: A koordinatarendszerben az i(1; 0) bazisvektor origé koriili o szdggel val6 elforga-
tasdval keletkezd e egységvektor elsd koordindtdja az o szog koszinusza, masodik koordi-

ndtdja az o szog szinusza.

(cosa; sinar)

A

oel. o ell. o eIll. aelV.
O<a<% %<0€<7‘L’ 7r<oc<377r 37”<(x<27r
e @ y y y
(cose; sina

&
W

e
5
80°—

NV

/‘ y X
i /L [a—180°
i /e

(cose; siner

e ©

(cosa; siner)
® O

cosa = —cos(m— )
sino = sin(7r — )

cosor = —cos(o — )
sing = —sin(@ — 1)

coso=cos(2m— @)
sin = —sin(27 — )

DEFINICIO: A % hényadost, ha coso # 0, vagyis ha o ¢%+ kr (k€Z), az o szog tangensé-
cos

nek nevezziik.

A koordinatarendszerben az i vektortdl o szoggel elforgatott e egységvektor egyenese dltal
az origd kozéppontd, egységsugari kor (1; 0) pontjdban huzott érint6bdl kimetszett pont 2.

koordinatdja az o szég tangense.

oel. o ell o elll. aelV.
o<a<Z T ca<n ﬂ<oc<3—” 3—”<0¢<27r
2 2 2
y y y y
. tgo tgor
e ANt
AV

tgor=—tg(w— )

tgo=tg(ax—m)

tgo=—tg2r— )
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DEFINICIO: A % hanyadost, ha sino# 0, vagyis ha o # kx (k €Z), az o sz6g kotangensének
sin

nevezzik.

A koordindtarendszerben az i vektortdl o szoggel elforgatott e egységvektor egyenese altal
az origd kozépponti, egységsugard kor (0;1) pontjaban huzott érintébdl kimetszett pont 1.
koordinétdja az o szog kotangense.

oel. o ell. o eIll. aelV.
0<a<Z T oa<r 7r<oz<3—7r 3—7r<o¢<27r
2 2 2 2
cgor . Clgary

\ ]/ A\

é
ctgo=—ctg(mw— ) ctgo = ctg(ax— m) ctgo=——ctg2w— o)
I1. Szogfiiggvények abrazolasa és jellemzése

A fiiggvény £ R - R, flx) = sinx g:R - R, g(x) = cosx
abrazolasa: ‘ f‘ i{
értelmezési tartomanya: valés szdmok halmaza: R valés szdmok halmaza: R
értékkészlete: [-1; 1] [-1; 1]
monotonitasa: szigorian monoton n&: szigordan monoton ng:

x6:|—£+k277:;£+k27r|:(k62) x €+ k2m 2w+ kK27 (k €Z)

2 2 szigorian monoton csokken:
szigordan monoton csokken: xelk2m, n+ k2nl (keZ)

xe szn;%ﬂwzn[ keZ)

szélsGértéke: max. helyek: x = T on k eZ). max. hely}ek/: x=k2rn(ke?),
2 érték: y=1
erték: y =1 min. helyek: x = 7+ k27 (k € Z),
min. helyek: x = 37” +k2r (keZ), érték: y =—1
érték: y=—1

periodicitas: periodikus: p =27 periodikus: p =27
zérushelyei: x=kn(keZ) = % +kr (keZ)
paritasa: paratlan, vagyis f(—x) = —f(x) paros, vagyis g(—x) = g(x)
korlitossag: korlatos korlatos
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A fiiggvény

f R\{%Jrkn}—n&f(x) = tgx
(keZ)

g: R\ {kn} -> R, g(x) =ctgx
(keZ)

abrazolasa:

y y=tgx

]
N

iz y=ctgx

.
AN

értelmezési tartomanya:

R\{%Hﬁt},(keZ)

R\ {kr}, (k €Z)

értékkészlete: val6s szamok halmaza: R val6s szdmok halmaza: R
monotonitasa: szigortian monoton nd: szigortian monoton csokken:
xe |~ ErimEikn| (kez) | FEOFkma+hakez)
2 2

szélsGértéke: nincs nincs
periodicitas: periodikus: p = 7 periodikus: p = 7
zérushelyei: T

Y x=kn(keZ) x=§+k7r (keZ)
paritasa: paratlan, vagyis f(—x) = —f(x) paratlan, vagyis g(—x) = —g(x)
korlitossag: nem korlatos nem korlatos

I11. Kapcsolatok egyazon szog szogfiiggvényei kozott

TETEL: ctgo = 1
tgal

,ha aik% (keZ)

1 T
tgo=——,ha ax#k= (keZ
g ctga a 2( )

= tgo-ctgo=1 ((x;tk%)

TETEL: sin’cr + cos’ = 1 minden valds orra (Pitagoraszi osszefiiggés)

BIZONYITAS: A szogfiiggvények definicidja szerint az « irdnyszogid e egységvektor koordinatai:

(cosq;, sing).
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sina

Egyrészt az egységvektor hossza 1: (|e|: 1), masrészt az e vektor hossza:

le| = \/e12+e% = fsin2 ot +cos? ax .
Ebbdl 1= +/sin?+cos?>a . Mivel nemnegativ szdmok éllnak a két oldalon, négyzetre
emeléssel: sin?a + cos?or = 1.[]

KOVETKEZMENY: tetszGleges o szog esetén:

|sinoc| =+/1-cos?a, illetve |cosoz| =+/1-sin? o

IV. Trigonometrikus fiiggvények transzformaltjai

Legyen x— f(x) valamelyik trigonometrikus fiiggvény (x — sinx, x> cosx, x = tgx, x > ctgx).
Ebbdl elkészitjiik a g: x+— ¢ - fla - x + b) + d transzformdciét, amit a kovetkezd négy alaptransz-
formaciéval lehet elérni:

A valtozé transzformacioi:
* g x> fla - x) fliggvény képét az fix) fiiggvény képének y tengelyre valé merdleges 1 aré-
a

nyd merdleges affinitds adja. A merSleges affinitds Gsszenyomds, ha |a| > 1, nyijtds, ha
|a| <1, y tengelyre vonatkoz tiikrézés, ha a = —1.

* g: x> flx + b) fiiggvény képe tgy adddik, hogy az f(x) fliggvény képét eltoljuk az x tengely
mentén (—b; 0) vektorral.
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A fiiggvényérték transzformacioi:

* gi x> c - flx) fliggvény képét az f(x) fiiggvény képének x tengelyre valé merdleges a ardnyu
merdleges affinitds adja. A merdleges affinitds Osszenyomds, ha |a | <1, nyujtss, ha
| a | > 1, x tengelyre vonatkoz6 tiikrozés, ha a = —1.

* g: x> fix) + d fiiggvény képe tgy adddik, hogy az f(x) fliggvény képét eltoljuk az y tengely

mentén (0; d) vektorral.

y=sinx +1
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A g: x> c-fla- x+ D) + d transzformaci6 az el6z6 négy transzformacidval pl. a kdvetkezd mo-

don érhetd el a g(x)=c~f(a~x+b)+d=c-f[a(x+

2)} +d atalakitas utan:
a

f(x)—)f(ax)—)f[a(x+§ﬂ=f(a~x+b)—>c-f(a-x+b)%c-f(a-x+b)+d

—e-- y=sinx —— y=sin2x y=sin[2x+%j

_— y=—3sin(2x+%) ---- y=—3sin(2x+—

f(x)=sinx — f(x)=sin2x — f(x)= sin[2(x +%)} = sin(2x +§) -

f(x)=-3- sin(2x + g) - f(x)=

y
---- y=c0sX

y= 0053X == COS(SX——)

—3.sin[2x+Z)+1
sm( X 2)

3 3.
—— = 2005(2)(—2] ————y= 2cos[2x——)—2

%\/A,/
AV

’
Ay ’
o

f(x)=cosx — f(x)= cos%x - f(x)= cos[—

fx)=2- cos(%x —%) - f(x)=2-

3 T

X ——

et
T

4)_2

Jro-

COS(QX -

2
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V. Alkalmazasok
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Haromszog trigonometrikus teriiletképlete
Szinusztétel, koszinusztétel
GPS: globdlis helymeghataroz6 rendszer (XXI. sz.-i hdromszogelés)

e f-sino

Négyszog teriilete: ¢ = (e, fatlok, o = atlok szoge)

Rezg&mozgas kitérés-ids, sebesség-idd, gyorsulas-idS fiiggvénye, trigonometrikus fiiggvény



23. Teriiletszamitas elemi viton és az integralszamitas
felhasznalasaval

Vazlat:

I. Teriiletszamitds
II. Sikidomok teriilete: téglalap, paralelogramma, haromszog, trapéz, deltoid, négyszogek, sok-
szogek, kor
III. Hatérozott integral
IV. Gorbe alatti tertilet
V. Alkalmazdsok

Bevezetés:

Sikidomok teriiletével mar az 6korban is foglalkoztak: Hippokratész Kr.e. 450 koriil egy rendszere-
z6 matematikai mivet irt, melyben sokat foglalkozott kiilonbdz3 egyenesek és korivek éltal meg-
hatarozott teriiletek kiszamitdsdnak. Kb. 150 évvel késébb Eukleidész miiveiben is taldlunk a terii-
letszamitasrdl emlitést.

Kidolgozas

I. Teriiletszamitas

A mérés egy egységnyinek tekintett értékkel valé 6sszehasonlitast jelent. Ahhoz, hogy mérni tud-
junk, rogziteni kell a mérés szabdlyait.

DEFINICIO: A teriilet mérése azt jelenti, hogy minden sikidomhoz hozzarendeliink egy pozitiv
valdés szamot, amelyet a sikidom teriiletének neveziink. Ez a hozzarendelés az aldbbi tulaj-
donsdgokkal rendelkezik:

* Az egységnyi oldalhosszisdgu négyzet teriilete egységnyi.

* Egybevagd sokszogek teriilete egyenld.

* Ha egy sokszoget véges szdmu sokszdgre darabolunk, akkor az egyes részek teriiletének
0sszege egyenld az eredeti sokszog teriiletével.

I1. Sikidomok teriilete

Bebizonyithat6, hogy ilyen teriiletértelmezés mellett igazak a kdvetkezd allitasok:

TETEL: A téglalap teriilete két szomszédos oldaldnak szorzatdval egyenls. 1 =a - b.

Minden paralelogramma atdarabolhaté téglalappa, igy

TETEL: a paralelogramma teriilete: 1 = a - m,,.

123



Minden hiromszoget valamely oldaldnak felezGpontjara tiikrézve az eredeti haromszog és (az
eredetivel egybevdgd) képe egyiitt egy paralelogrammat alkot, igy a paralelogramma teriiletének
a fele

a-m,
2
Tiikrozve barmely trapézt az egyik szdrdnak felezGpontjdra olyan paralelogrammét kapunk,

amelynek teriilete kétszerese a trapéz teriiletének.

TETEL: a haromszog teriilete: r =

TETEL: A trapéz teriilete az alapok szdmtani kozepének és a trapéz magassdgdnak szorzata:
_a+c

t
2

: YN [2
A a B=C"¢ D

Minden sokszdg véges szdmu hdromszogre darabolhatd, igy

TETEL: a sokszog teriilete egyenlS ezeknek a haromszogeknek a teriiletosszegével.

a-m, a-b-siny o_abc_ AT
> - > =r s——4R —\/s (s—a)-(s=b)-(s—b)

ahol r a beirt kor sugara, R a koriilirt kor sugara, s a félkertilet.

TETEL: Haromszog teriiletei: =

TETEL: t=7r-s.

BIZONYITAS: A hiaromszog beirt korének kozéppontja a szogfelez6k metszéspontja.
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Berajzoljuk a szogfelezdket, igy ABC haromszoget felbontjuk hdrom db haromszogre: ABO,
BCO és CAO haromszogekre, mindharom haromszogben az egyik oldalhoz tartoz6 magassag r.
Igy felirhat6 az eredeti hdromszog teriilete a részhdromszogek teriiletének osszegével.

c-r avr b-r at+tb+c
tABCAztABOA'l'tBCOA'I'tCAOA:_z + > + 7 T =r-s.]

a-b-c

TETEL: ¢ =
4R

BIZONYITAS: A hdromszog koriilirt korének kozéppontja az oldalfelez6 merGlegesek metszés-
pontja.

Ha CAB keriileti sz6g ¢, akkor COB kozépponti sz6g 2o (ugyanahhoz az ivhez tartoznak).

2_4a
R 2R’

COB egyenl6 szari haromszog = sina =

) b-c- %
zb-c-sma: 2R=a-b-c

0
2 2 4R

t

TETEL: Négyszog teriilete: az atl6i hossza és az atlok dltal bezért szog szinuszdnak a szorzatanak
e-f-sing

fele: t =
ele >

BIZONYITAS: Az ABCD konvex négyszog, atldinak metszéspontja M. M az étlokat x, e — x, illetve
v, f—y részekre osztja. A két 4tl6 4 db haromszogre osztja a négyszoget, igy a négyszog te-
riilete egyenlS a négy haromszog teriiletének dsszegével:

B

tABcD = tABMA t+ IBcmA + tcpmA T IpAMA
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_ x-(f—y)-sin(p+(e—x)-(f—y)-sin(180°—(p)_l_(e—x)-y-sin(p+y-x-sin(180°—(p)
2 2 2 2
sin@
2

t

sin(180° — ¢) = sing, mert 0° < ¢ < 180°, ekkor -t kiemelve:

t=Si%¢-[x'(f—y)+(e—x)'(f—y)+(e—X)'y+y~X]=Si%¢-[(f—y)-e+y'e]=

sin@ sin@ e f-sing
. — v+ e= f.e= R
5 LS my+yle=——-f-e >
ABCD konkdv négyszog, atléinak metszéspontja M a virtudlis atlét x, e — x részekre osztja, mig

a valodi atlo: CA =AM — CM.

A

Az ABD haromszog teriilete egyenlé az ABCD négyszog teriiletének és a BCD haromszog teriileté-
nek Osszegével

tABCD = tABDA — tBcDA = taBMA + tampA — teBma — tcmpal]

TETEL: Szabalyos sokszog teriiletét tigy kapjuk, hogy kozéppontjukat dsszekotjiik a csicsokkal
és igy n db egyenl$ szari haromszogre bontjuk a sokszoget:

R2 . Sln@
ar _,.___n_
2 2
ahol r: a beirt kor sugara, R: koriilirt kor sugara.

TETEL: r sugaru kor teriilete: r°7 (sorozatok hatarértékével)

I11. Hatarozott integral:

A hatérozott integral segitségével, fliggvénygorbe vonaldval hatdrolt sikidomok teriiletét is meg
tudjuk hatarozni. Ehhez el8szor a gorbe alatti teriiletet kell vizsgalnunk.

DEFINICIO: Gorbe alatti teriiletnek nevezziik egy [a; b] intervallumon folytonos, korlatos, pozitiv
értékd f fliggvény gorbéjének az intervallumhoz tartozé ive, az x = a, az x = b egyenesek és
az x tengely éltal hatérolt teriiletet.
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DEFINICIO: A gorbe alatti teriiletet téglalapok egyesitésével 1étrejott sokszogekkel kozelitjiik. Eh-
hez az [a; b] intervallumot az a = xy, X1, X», ... X, = b pontokkal n részre osztjuk. Ezt az in-
tervallum egy felosztasinak nevezziik.

Tekintsiik ennek a felosztasnak az intervallumat: [x; _ ;; x;]. Jelolje m; az f fliggvénynek ebben az in-
tervallumban felvett értékeinek alsé hatarat (az alsé korlatok kozt a legnagyobb), M; pedig a felsd

hatarat (a felsd korlatok kozt a legkisebb). Bizonyithaté, hogy korlatos fliggvényeknél ezek az
értékek 1éteznek.

Az [x;_1; x;] intervallum fo6lé szerkessziink olyan téglalapokat, amelyeknek masik oldala m;, illetve
M;. Végezziik el a szerkesztést a felosztds minden intervallumdban és egyesitsiik a kisebb téglala-
pokat és a nagyobb téglalapokat kiilon két sokszogbe. Ekkor a vizsgalt tartomany egy beirt, illetve
egy koriilirt sokszogét kapjuk. Ezeknek a sokszogeknek a teriiletét vizsgaljuk.

A beirt sokszog teriilete az also kozelité osszeg:

8, =my(x] — xo) + mp(xy —x1) + .. + m, (0, — X, 1)
A kortilirt sokszog teriilete a felsd kozelité osszeg:

Sn =M1()C1 —)CO) + MQ(XZ —x1) + ...+ Mn(xn — X, - 1).

P

Tovébbi osztépontokat véve a meglévSkhoz a felosztdst finomitjuk, akkor s, dltaldban nd, S, alta-
ldban csokken, és ekkor a leghosszabb részintervallumok hossza is 0-hoz tart.

Igy végtelen sok als6 és felsG dsszeg keletkezik. Beldthat6, hogy barmely alsé dsszeg nem lehet
nagyobb barmely felsd dsszegnél.

DEFINICIO: Az [a; b] intervallumon korlétos, f fiiggvény integralhatd, ha csak egyetlen olyan szdm
taldlhatd, amely az Osszes also és az Osszes fels6 kozé esik. Ezt az egyetlen szamot nevezziik
b

az f fiiggvény [a; b] intervallumon vett hatarozott integraljanak. Jelolés: I f(x)dx.

a

IV. Gorbe alatti teriilet

Igy tehit nemnegativ, integrdlhaté fiiggvények hatdrozott integrlja megadja a fiiggvény alatti
teriiletet.

Az integrdl teriiletszdmitdsi alkalmaz4sdndl figyelembe kell venni, hogy az x tengely alatti teriilet
negativ elGjellel adédik.
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TETEL: Ha az [a; b]-on folytonos f fiiggvény nem vilt elGjelet, akkor x = a, x = b, és az x tengely

b
és a fiiggvény grafikonja altal kozrezart sikidom teriilete: ¢ = j f(x)dx|.
a
y y
De:
AN ;.
\@/ X

TETEL: Két fiiggvény dltal kozrezart sikidom teriilete:

b
t= j (f(x)—g(x)dx (haflx)>g(x))

y

Ilyenkor &ltaldban a két fiiggvény metszéspontjdt kell el6szor meghatdrozni. Majd a két fliggvény
kiilonbségét kell integrilni, a legvégén pedig a Newton-Leibniz formuldval kiszdmolni a hatdrozott
integral értékét.

V. Alkalmazasok:
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Pitagorasz-tétel bizonyitdsa teriilet-Osszerakdssal

Geometriai valdszintségek kiszadmitdsakor sziikség van geometriai alakzatok teriiletének
meghatirozéasara

Kor teriilete

Sikidomokkal, illetve sikba kiterithet6 feliiletekkel hatdrolt testek felszinének meghatdrozasa
(hasab, henger, kip, gila, csonka kiip, csonka gila)

Hippokratész ,,holdacskdi”: A derékszogli haromszog oldalai folé rajzoljunk félkoroket. Ek-
kor a két ,,holdacska” teriiletének Gsszege egyenld a haromszog teriiletével.




24. Kombinatorika, grafok

Vazlat:

I. Kombinatorika
II. Grafok
III. Alkalmazasok

Bevezetés:

A kombinatorika rendszerint dolgok megszdmldldsaval foglalkozik. El6szor Leibniz az 1700-as
évek elején rendszerezte a kombinatorikai ismereteket, majd Bernoulli alkalmazta valdsziniiség-
szamitasi feladatok megoldasakor.

A grafelmélet torténete Euler munkdssdgdval kezdddott: 1736-ban a ,,konigsbergi hidak™ problé-
mdjéaval foglalkozott. Egyre tobb olyan geometriai problémaval foglalkoztak, amely nem foglalko-
zik az alakzatok méretével, alakjaval, csak az egymadssal valé kapcsolatukkal. Az elsé tudomanyos
alapu grafelméleti konyvet Konig Dénes magyar matematikus irta 1936-ban.

Kidolgozas

I. Kombinatorika

A kombinatorika, a val6sziniiség-szamitas és a matematikai statisztika a véletlen tomegjelenségek
torvényszerdségével foglalkozik. A kombinatorika targyat képezik a sorba rendezési és a részhal-
maz kivélasztdsi problémak, a kombinatorika rendszerint dolgok megszdmlalasaval foglalkozik.

ez

DEFINICIO: Egy adott n elemd halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az n kiilon-
boz6 elem egy sorba rendezését (sorrendjét) értjiik.

TETEL: Egy n elem( halmaz ismétlés nélkiili 6sszes permutaciéinak szama:
n-nm—-1)-n=2)-...-2-1=n.

DEFINICIO: Ha az n elem kozott van ky, ko, ..., k, egymdssal megegyezd, akkor az elemek egy
sorba rendezését ismétléses permutacionak nevezziik.

TETEL: Ha n elem kozott &, ko, ..., k,, db megegyez van, és k + k, + ... + k,, = n, akkor ezeket az
n!

kV kol k!

ciok szama.

elemeket kiilonbdz6 mddon lehet sorba rendezni, ez az ismétléses permuta-

DEFINICIO: Legyen n db egymastdl kiilonbozG elemiink. Ha ezekbdl k (k < n) db-ot kivélasztunk
minden lehetséges médon Ugy, hogy a kivdlasztott elemek sorrendje is szdmit, akkor az n

......

. s s AN AME eene el s . !
TETEL: Az n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili variaciok szama: ﬁ .
n—k)!

BIZONYITAS: Vegyiink egy k rekeszes dobozt. Ebben helyezziink el az n elem koziil & db elemet
minden lehetséges mddon.
Az elsé rekeszbe az n elem barmelyike tehetS. A masodik rekeszbe mar csak (n — 1) elem
koziil valaszthatunk. Ez (n — 1)-féle kitoltést ad a 2. rekesz szamara. Az els6 két rekeszbe
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n(n — 1)-féleképpen tehet6k az elemek. Minden rekeszbe 1-gyel kevesebb elem koziil va-
laszthatunk, mint az el6z6be. A k-adik rekeszbe n — (k—1)=n—k+ 1 elem koziil valaszt-
hatunk.

A doboz teljes kitoltésére osszesen n- (n—1) - ... - (n —k + 1) lehet6ség adodik. Ha az ered-

Py

ményt (n — k)!-ral bévitjiik, akkor

n(n=1-.(n=k+)-(n=k)-(n=k=D-...2:-1_ ! _
(n—k)! T (n—k)!

n-n—1)-...-(n—-k+1)=

DEFINICIO: Legyen n db egymadstdl kiilonbozG elemiink. Ha ezekbdl kivélasztunk k db-ot minden
lehetséges modon Ugy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit és ugyanazt az elemet

------

TETEL: Az n elem k-ad osztalyd ismétléses varidciok szdma: n.

DEFINICIO: Legyen n egymadstdl kiilonboz6 elemiink. Ha ezekbdl k (k< n) db-ot kivélasztunk
minden lehetséges mddon tgy, hogy a kivédlasztott elemek sorrendjére nem vagyunk tekin-
tettel, azaz n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombinacidjat kapjuk.

TETEL: Az n elem k-ad osztalyd az ismétlés nélkiili kombindcidinak szdma:

n-(n-1)-n-2)-...-(n—-k+1) _ n! _(n
k-(k—1)-...-2-1 CkMn-k) (k)

BIZONYITAS: A kivélasztast tgy képzelhetjiik el, mintha elGszor sorba éllitandnk a k db kivélasz-
tott elemet. Az els6 helyre n db-bél, a masodik helyre (n — 1) db-bdl, a k-adik helyre mar
csak a megmaradt (n — k + 1) db-bdl vélaszthatunk, ezzel a lehetGségek szdma n- (n—1) -
-(n—=2)-...-(n—k+1). Majd a sorrendek szdmdt a k elem 6sszes sorrendjével, k!-ral oszt-
juk, hiszen a sorrend nem szamit.

n-(n—l)-(n—Z)-...-(n—k+1):

k!
n-(n=1)-n=2)-..-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—=1)-....2-1 _ pl
- kl-(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1 Tkl (n—k)!

Erre pedig bevezetjiik az [Z] szimbd6lumot. [

DEFINICIO: Ha n kiilonb6zG elembdl kell k elemet kivdlasztani dgy, hogy a kivdlasztds sorrendje
nem szamit és a mar kivalasztott elemeket djra kivalaszthatjuk, akkor az n elem k-ad oszta-
lyd ismétléses kombinacidjat kapjuk.

. ks g e ) n+k-1
TETEL: Az n elem k-ad osztalyu ismétléses kombinacidjanak szama: ( ) J .

II. Grafok

A grafok nagyon jol szemléltetik egy halmaz elemei kozti kapcsolatokat. Grafokkal szemléltethe-
ték pl. egy tarsasag ismeretségi viszonyai, vagy barmilyen hdl6zat kapcsolddasi viszonyai.

DEFINICIO: A graf pontokbdl és vonalakbdl dll. Minden vonal két (nem feltétleniil kiilonbozs)
pontot kit Ossze. A pontok a graf pontjai, a vonalak a graf élei.

DEFINICIO: A grafokban elfordulhat olyan €l is, melynek mindkét végpontja ugyanaz a pont, az
ilyen él neve hurokél.
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DEFINICIO: A grif olyan pontjat, amelybdl nem vezet él, izolalt pontnak nevezziik.
DEFINICIO: Két cstics kozott tobb élt is hizhatunk, ezek a tobbszoros élek.

DEFINICIO: Egy gréfot egyszerii grafnak neveziink, ha nincs benne sem hurokél, sem tobbszoros

él.
graf f f

hurok O
® o  lGbbszords él

egyszer( graf

nem egyszer( graf

TETEL: Legalédbb 2 csticst egyszerd grafban van 2 azonos foki cstcs.

2 7

DEFINICIO: Egy gréf egy pontjdhoz illeszkedd élvégek szamadt a pont fokszamanak (fokdnak) ne-
vezzik.

TETEL: A pontok fokszdmdsszege az élek szdmdnak kétszerese.
TETEL: Minden grafban a pontok fokszdménak 6sszege paros szam.

TETEL: A paratlan fokszdamu pontok halmaza péros (hiszen a paros fokszdmi pontok fokszamanak
az 0sszege péros, és ehhez hozzdadva a pdratlan fokszdmu pontok Osszegét, paros szdmot
kell kapnunk).

DEFINICIO: Egy graf osszefiiggd graf, ha barmely pontjabdl barmely mdsik pontjdba élek mentén
el lehet jutni.
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Osszefiiggd graf nem Osszefiiggd graf

DEFINICIO: Ha egy grafnak n pontja van (n € Z*) és mindegyik pontbdl pontosan egy él vezet

a tobbi ponthoz, akkor a grafot n ponti teljes grafnak nevezziik.

TETEL: n pontd teljes graf éleinek a szdma: @
TETEL: n pontd teljes grafban a fokszdmok 6sszege: n - (n — 1).

DEFINICIO: Az 1t az élek olyan egymdshoz kapcsol6dé sora, amely egyetlen ponton sem halad at
egynél tobbszor.

B o( B C
A bejaras: A bejaras:
D ABD D ACBD

DEFINICIO: A vonal a graf cstcsainak és éleinek az a sora, amelyben az élek ezeket a pontokat
kotik Ossze és az élek nem ismétlédnek, egy csucs tobbszor is el6fordulhat. A vonal zért, ha
kezdé és végpontja megegyezik, egyébként nyilt.

A A
8 ¢ B<7 ¢
A bejaras: A bejaras:
D D

ABACBD ABCD

DEFINICIO: A kor olyan vonal, amelynek kezdG és végpontja megegyezik és a pontok nem ismét-
16dnek.

DEFINICIO: Az Euler-vonal a graf dsszes €lét pontosan egyszer tartalmazé vonal. Lehet zart és
lehet nyilt Euler-vonal. Zart Euler-vonalnak nincs kezdd és végpontja, mert egybeesik, nyilt
Euler-vonalnal két kiilonb6z6 pont van a vonal két végén.

TETEL: Zart Euler vonala akkor és csak akkor van egy Osszefiiggd grafnak, ha minden foka pa-
10S.
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TETEL: Nyilt Euler vonala akkor és csak akkor van egy Osszefiiggs grafnak, ha pontosan két pa-
ratlan fokd pontja van.

AQ) 2. B@)

DEFINICIO: Két grafot izomorfnak neveziink, ha pontjaik és éleik kolcsonosen egyértelmien és
illeszkedéstartdan megfeleltethetGek egymasnak.

és

DEFINICIO: A fa olyan §sszefiiggd graf, amely nem tartalmaz kort.

TETEL: A fa maximalis kormentes graf (barmely két pontjat dsszekotjiik, amelyek kozott nem volt
él, akkor a graf mar tartalmaz kort).

TETEL: A fa minimdlis Osszefiiggd graf (barmely élet elhagyjuk, akkor a graf mar nem osszefiig-
g06).

TETEL: A fa barmely két csicsét egyetlen ut koti dssze
TETEL: n cstcsu fanak n-1 éle van.

TETEL: Minden egynél tobb csucst fanak van legaldbb 2 els6foku csicsa.

II1. Alkalmazasok

Kombinatorika:
* binomidlis tétel bizonyitdsa
* n elem( halmaz dsszes részhalmazainak szama
* sorbarendezési, kivalasztasi és Osszeszdmlalasi problémak
* klasszikus valdszin(iségi modell

Gréfelmélet:
* minimadlis koltségli halézatok (it, kabel) tervezése
* szerencsejatékok nyerési esélyeinek meghatdrozdsa
 grafokat jol lehet alkalmazni szocioldgiai, pszicholdgiai vizsgdlatokban, elektromos hédléza-
tok, vagy kozlekedési itvonalak tervezésében.
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25. Bizonyitasi mddszerek és bemutatasuk tételek
bizonyitasaban, tétel és megforditasa, sziikséges
és elégséges feltétel

Vazlat:

I. Bizonyitdsi médszerek
II. Tétel és megforditisa
Sziikséges és elégséges feltétel
III. Alkalmazédsok

Bevezetés:

A matematika kiilonbdz6 dgai hasonldan épiilnek fel. Meghatdrozunk alapfogalmakat, majd ezek
segitségével tovabbi fogalmakat definidlunk. Kimondunk alaptételeket (axiomdkat), amelyek
igazsagtartalmat bizonyitas nélkiil, a szemlélet alapjan elfogadjuk. Az axiémdakbdl elindulva a ma-
tematikai logika eszkozeivel, helyes kovetkeztetéseken keresztiil tovabbi tételeket bizonyitunk be.
A bizonyitds igénye mar az 6korban jelen volt, Pitagorasz és Thalész munkdssiga is ezt mutatja.

Kidolgozas

I. Bizonyitasi m6dszerek:

DEFINICIO: Direkt bizonyitas: a direkt bizonyitds sordn igaz allitasokbdl kiindulva jutunk el a bi-
zonyitandé allitdshoz. A legtobb matematikai tétel (geometriai, algebrai) bizonyitdsa direkt
uton torténik.

TETEL: PL: Pitagorasz-tétel: derékszogl hdaromszogben a befogdk négyzetének dsszege egyenld
az atfogd négyzetével.
BIZONYITAS: (13. tétel)
a+b*+4t=c*+ 4
a+b*=c20

a b
&y
a t T a
AT [P A
pd
b b b
£
B 4
a b
o+ B =900
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DEFINICIO: Indirekt bizonyitis: az indirekt bizonyitds olyan eljards, melynek sordn feltessziik,
hogy a bizonyitand6 eljards nem igaz, és ebbdl kiindulva helyes kovetkeztetésekkel lehetet-
len kivetkezményekhez jutunk el. gy a kiindulé feltevés volt téves, vagyis a bizonyitand6
allitas valgjaban igaz.

TETEL: Pl.: Pitagorasz-tétel megforditasa: ha egy haromszog két oldalhosszdnak négyzetének
Osszege egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a hdromszog derékszogd.

BIZONYITAS: (13. tétel)
Tudjuk, hogy a® + b* = ¢2.
Tegyiik fel, hogy a hdromszég nem derékszogd. Ekkor tudunk szerkeszteni olyan derékszo-
gl haromszoget, aminek a befogdi a és b, atfogdja legyen ¢’. Mivel ez derékszogli harom-
sz0g, a Pitagorasz-tétel miatt: a’+b*=(c’)?. Az eredeti feltétellel Gsszevetve ¢ =(c’)%,
amibdl pozitiv mennyiségekrdl 1évén szd, kdvetkezik, hogy ¢ = ¢’.
Ez ellentmond a kiindul¢ feltételnek, igy a haromszog derékszogd.[]

TETEL: Pl.: /2 irracionalis

BIZONYITAS: (2. tétel)
Tegyiik fel, hogy /2 racionilis:

ﬁ=§ (aholp,g€Z,(p,)=1) /()

2
2= = 242=p?

q
A négyzetszamokban minden primtényez6 paros sokszor fordul eld, ebbdl kovetkezik, hogy
a bal oldalon pératlan sok db 2-es van, a jobb oldalon paros sok db 2-es van. A szdmelmélet
alaptétele miatt ez nem lehet, mert egy szam csak egyféleképpen bonthaté fel primszamok

szorzatdra. Mivel ez ellentmondads, rossz volt a feltevés, vagyis 2 irracionalis.[]

DEFINICIO: Teljes indukcié: a teljes indukcié olyan éllitdsok bizonyitdsdra alkalmas, melyek n
pozitiv egész szamtdl fiiggenek. A teljes indukcids eljards soron el6szor bebizonyitjuk az al-
litast n = 1-re (vagy valamilyen konkrét értékre), majd feltételezziik, hogy az 4llitds igaz
n = k-ra (indukciods feltevés), és ennek felhasznalasaval bebizonyitjuk, hogy az allitds igaz
n = (k + 1)-re. Ezzel az éllitast minden n pozitiv egész szamra belatjuk.

/////

tudjuk, hogy ha barmelyik dominé felddl, akkor feldonti a sorban utdna kovetkezdt is. Ez azt jelen-
ti, hogy ha meglokjiik az els6 domindt, akkor az 6sszes fel fog borulni.

TETEL: PL.: Az els6 n pozitiv egész szam dsszege: @ .
BIZONYITAS:
n=1
1
1.2 =
2
2
n=2
1+2=3
2-3 =
£9_3
2
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k-(k+1)

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz, tehat 1+2+...+ k= >

Bizonyitani kell: 1+2+...+k+(k+1)= W .

1+2+...+k+(k+1)=@+(k+l)=(1¢+1).(§+1)=(k+1)_(k42r2) _ (k+1)-2(k+2) B
TETEL: Pl.: az elsG n pozitiv egész szam négyzetének Gsszege: %(27”1) i
BIZONYITAS:

n=1
12=1
1-.2-3 =
£ 90
6
n=2
12422 =5
2-3-5 =
£2'J_35
6

k-(k+1)-2k+1)
6 .
(k+1)-(k+2)-2k+3)
6 .

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz, tehat 12 +22 +3% + ...+ k% =

Be kellene l4tni, hogy 12 +22 +32 +.. .+ k2 +(k+1)? =

k-(k+1)-(2k+1)
6
k-Qk+1)+6-(k+1) _ 2k2 +k+6k+6 _(k+1)-(2k*> +Tk+6) _
G =(k+1)- 5 = G =
_(k+1D)-(2k+3)-(k+2) 0
6 .

12+22+32+. . +k>+(k+1)? = +(k+1)2 =

=(k+1)-

DEFINICIO: Skatulya-elv: a skatulyaelv értelmében ha n skatulydba kell n-nél tobb dolgot szét-
osztani, akkor a skatulydk valamelyikébe sziikségképpen legaldbb 2 dolog keriil. Ha n ska-
tulydba k - n-nél tobb dolgot kell szétosztani, akkor a skatulydk valamelyikébe legaldbb k + 1

dolog keriil (n, k € Z").

TETEL: PL: ha adott n + 1 darab pozitiv egész szdm, akkor ezek kozott biztosan van kett§ olyan,
amelyek kiilonbsége oszthat6 n-nel.

BIZONYITAS: Készitsiink n db skatulyat, felcimkézve ket 0, 1, ..., (n — 1)-ig. A szdmokat aszerint
helyezziik el az n db skatulydban, hogy mennyi maradékot adnak n-nel osztva. Ekkor bizto-
san van olyan skatulya, amelybe legaldbb 2 szdm keriil, hiszen n + 1 szdmot kell n skatuly4-
ba szétosztani. Ennek a két szdmnak a kiilonbsége biztosan oszthaté lesz n-nel. [

I1. Tétel és megforditasa, sziikséges és elégséges feltétel

A tételeket gyakran ,Ha A igaz, akkor B igaz” (A = B) forméban fogalmazzuk meg. Tehat egy
A allitds igazsdgabol kovetkezik egy B allitds igazsdga (vagyis, ha az A — B implikéci6 igaz), azt
mondjuk, hogy az A 4llitasbdl kovetkezik B allitds, vagy azt, hogy A allitas a B allitdsnak elégséges
feltétele (hiszen a B allitds igazsaganak bizonyitasdhoz elég az A allitas igazsagat bizonyitani).
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Ilyenkor a B allitas az A dllitasnak sziikséges feltétele (hiszen az A allitds nem lehet igaz, ha a B
allitds nem igaz). Ha ilyen esetben az A allitds igazsagdbdl a B allitds igazsdgéara kovetkeztetiink, az
helyes kovetkeztetés.

Ha azt akarjuk kimutatni, hogy az A 4llitdsb6l nem kovetkezik a B 4llitds, elég egyetlen példét
mutatni olyan esetre, amikor A igaz és B hamis. Ha ilyen esetben A allitdsbol a B allitasra kovet-
keztetiink, az nem helyes, vagyis helytelen kovetkeztetés.

Ha az A allitasbol kovetkezik B allitas, és forditva is: a B allitasbol kovetkezik az A allitas, akkor
azt mondjuk, hogy az A allitdsnak a B 4llitas sziikséges és elégséges feltétele. Jele: A < B (A akkor
és csak akkor igaz, amikor B).

Ez azt jelenti, hogy A és B egyszerre igaz, vagyis ekvivalensek (egyenértékiek).

Egy tétel feltételeinek és feltételei kovetkezményeinek a felcserélésével kapjuk a tétel megfordita-
sat.

Igy a fenti tétel megforditdsa: ,,Ha B igaz, akkor A igaz.” (B = A)

Ha a tétel és a megforditasa is igaz, akkor a két tétel ekvivalens. (A & B)

II1. Alkalmazasok

Direkt bizonyitas:
s albésale = albxc
*9 | a < szamjegyek Osszege oszthatd 9-cel

Indirekt bizonyités:
* végtelen sok primszdm van

Skatulya-elv:
» 25 f6s tdrsasdgban biztosan van 3 f8, akik azonos csillagjegyben sziilettek
* 5 pozitiv egész szam kozott van 2, melyek kiilonbsége oszthat6 4-gyel

Teljes indukci6:

1 1 1 n
...+ =
1-2 2.3 n-(n+l) n+l
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